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I) ACTIVITES

Activité 1 :

. . 1 1
La courbe ci-contre est la courbe de la fonction f(x) = §x3 — Exz — 2x.

1. Déterminer graphiquement la monotonie de f suivant des /-\

intervalles de R P ' T

2. Dresser le tableau de variations de f.
3. déterminer f' la fonction dérivée de f.

4. Trouver une relation entre le signe de f’ et sa monotonie.

Activité 2 :

Soit (C) un cercle de centre O de rayon r = 1 et de diamétre [4AB], " &

M un point de I'arc AB qui contient J, et N le point symétrique de M par rapport a (0])
On se propose de déterminer la position de M pour que la surface du quadrilatére
AMNB soit maximale. Pour cela :

1. Déterminer l'intervalle dans lequel varie a
Essayer de trouver I'aire du quadrilatére AMNB comme fonction S (@)
Dériver la fonction S(a), puis étudier le signe de S'(a)
En s’inspirant de I'activité précédente, dresser le tableau de variation de S(a)
Déterminer la position de M pour que la surface du quadrilatere AMNB soit maximale

vk wnw

/1) DERIVATION ET MONOTONIE D’UNE FONCTION

Rappelle

Si g est une fonction positive sur un intervalle I, alors (Va € I)(lim g(x) = 0).
x—-a

Propriété :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

e Sif estcroissante sur [ alors f’ est positive sur I.
e Sif est décroissante sur [ alors f’ est négative sur I.
e Sif estconstante sur [ alors f' est nulle sur I.

Preuve :

fx)-f(@) ona

On suppose que f est dérivable sur I et que f est croissante sur I. Posons g(x) = P

g est positive sur I (c’est le taux d’accroissement entre x et a d’une fonction croissante). En passant a la limite et
d’apres le rappelle lim g(x) = lim (x) f(a) =f'(a)=0
X—a X—

d’ol (Va € I)(f'(a) = 0) donc f' est positive sur I.
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Remarque :

1. Sif est dérivable et strictement croissante, on peut pas conclure que f’ est strictement positive.
f(x) = x3; on a f est strictement croissante sur R mais sa fonction dérivée qui est f'(x) = 3x% n’est pas

strictement positive sur R, elle s’annule en 0.

2. Une fonction croissante sur I ne vérifie pas toujours la condition f’' > 0 sur |

-

Soit f dont le courbe représentative est
ci-contre,ona:

f est croissante sur [—1,4] mais elle n'est
méme pas dérivable sur [—1,4] car elle n’est pas

dérivable en 1.(f;(1) # f4(1))

I1l) DERIVATION ET EXTREMUMS N

Propriété :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert/ ; a € I.

Si f admet un extremum relatif en a alors f'(a) = 0.

Preuve :

On suppose que f admet un extremum relatif en a donc : (on suppose que c’est un maximum reltif)

@Ar>0)(Vx€la—r,a+rD(f(x) < f(a)

D’ou :

(Vx €la—r,al) (% > 0) (car f(x) < f(a)et<a)
Donc:

x-a~

D’autre part :
(Vx €]la,a + 1) (% < 0) (carf(x) < f(a)et>a)
Donc:

x—at

Et puisque f est dérivable en a alors f'(a) = f;(a) = f4(a)
Donc: f'(a) = fg(a) < O0etf'(a) = fy(a) 20
Finalement f'(a) = 0.

Remarque :

2 1 a
3. Une fonction peut admettre un extremum relatif
1
sans gqu’elle vérifie la condition f'(a) = 0.
Sur la figure ci-contre f admet un maximum relatif en 1 et f n’est méme 2

dérivable en 1.
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4. Laréciproque de la propriété précédente est fausse ; f(x) = x3 on a f est dérivable sur
R; f'(x) = 3x* etdonc f'(0) = 0 et pourtant f n’admet pas d’extremum relatif en 0.
(courbe ci-contre)

Propriété :

Si f est dérivable en a et admet un extremum en a, alors sa courbe représentative
admet une tangente paralléle a (Ox) en A(a, f(a))

Preuve :
Puisque f est dérivable en a et admet un extremum en a alors f'(a) = 0
et donc Cy admet une tangente (T) en A(a, f(a)) d’équation :
(T):y =0(x —a) + f(a)
(T):y = f(a) (T) estdonc paralléle a I'axe de abscisses
Propriété : (Admise)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

e Sif' est positive sur I alors f est croissante sur I.
e Sif' est négative sur I alors f est décroissante sur I.
e Sif'estnullesur! alors f est constante surI.

Remarque :

Le faite que I est un intervalle est nécessaire.

sur la figure ci-contre on a :
(Vx € R)(f'(x) < 0) mais on peut pas dire f décroissante sur
carf(=2)=4>f1) =1

Cette fonction est définie comme suite :

[R*

X% x<0

1
-, x>0
X

f(x)={

Propriété :

point ou elle peut s’annuler alors f est strictement croissante sur I.

Si f est dérivable sur un intervalle I et sa fonction dérivée est strictement positive sauf sur un nombre fini de

Exemple :
f(x) = x3 safonction dérivée est f'(x) = 3x? est strictement positive sur R*

et s’annule en 0, on peut dire que f est strictement croissante sur R.

Remarquer que pour cette fonction f'(0) = 0 et pourtant f n’admet pas

d’extremum relatif en 0.

Propriété : j

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ eta € I.

Si f' s’annule en a en changeant de signe a droite et a gauche de a alors f admet un extremum en a
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Applications :

- . 1 1
O Dresser le tableau de variation de la fonction : fx) = §x3 + Exz — 6x

@®Soit la fonction g dont la fonction dérivée g’ est représentée par la courbe ci-dessous : Dresser le tableau de variation
de la fonction g

e

-1

© Probléme d’optimisation

Le but de cet exercice est de trouver les dimensions d’une boite cylindrique fabriquée par le
minimum de matiére premiéere et de volume 1L.

1. Déterminer la surface globale de la boite en fonction du rayon de sa base, R et de sa h
hauteur h.
2. Trouver une relation entre R et h,puis déterminer la surface globale de la boite en

fonction de R seulement; on notera cette surface S(R).
3. Dresser le tableau de variation de S(R).
4. En déduire les dimension de la boite pour qu’elle soit fabriquée par le minimum de matiere premiére.

On donne la définition suivante :

Définition

Soit @ un nombre positif, le nombre positif b qui vérifie b3 = a s’appelle la racine cubique de a et se note :3/a

a>0 eth>0 ona VYa=beb3=a
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V) DERIVEES SUCCESSIVES.

Définition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et f' sa fonction dérivée. Si f' est dérivable on dit que
la fonction f est deux fois dérivable et (')’ s’appelle la dérivée seconde de la fonction f.
En générale on définit (sous réserve d’existence) les dérivées successives sur un intervalle ouvert I par :

Uinitialisation : f(?) = f et la formule de récurrence (vn € N)(f™+V = (f("))

Exemple :
flx)=3x*—x3+2x%2-5
f'(x) =12x3 — 3x% + 4x
f"(x) =36x%—6x+4
f"(x)=72x—-6

f® =72

(vn = 5)(f™ =0)

Exercice :
On veut déterminer dans cet exercice la dérivée d’ordre n de la fonction h: x — p

1. Déterminer les dérivées successives jusqu’a I'ordre 5 de la fonction h (Simplifier la fraction et ne pas calculer le
produit des coefficients)

2. Conjecturer le résultats observé pour n dans N.

3. Monter la conjecture.

V) LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition :

Une équation différentielle est une équation ayant pour inconnue une ou plusieurs fonctions ; elle se présente
sous la forme d'une relation entre ces fonctions inconnues et leurs dérivées successives. L'ordre d'une équation

différentielle correspond au degré maximal de dérivation auquel I'une des fonctions inconnues a été soumise.

On s’intéresse a I’équation (E):y"" + w?y = 0 dans cette notation y représente f(x).
L’équation (E) est une équation différentielle de second ordre.
Montrer ce qui suit :

1. sif et g sont solutions de I’équation (E) alors : (V(a, ) € R?)(af + fg) est aussi solution de (E)
2. Montrer que les fonctions : u(x) = coswx et v(x) = sinwx sont solution de I'équation différentielle (E).
3. Endéduire que (V(a, B) € R?)(y = acoswx + Bwx) est solution de (E)

On admet que la réciproque est vraie

Propriété :

Les solutions de I'équation différentielle (E): y"' + w?y = 0 sont les fonctions y = acoswx + Bwx ol a et
sont des réels.
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Il existe une seul solution ¢ de I'équation différentielle (E) qui vérifie : o' () = ol Xg, Vo €t zy sont des
0) = Zo
réels
Application :

1. Résoudre I'équation différentielle y'' + 4y =0

o(3)-1
(")

2. Déterminer la solution ¢ qui vérifie :
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