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LA ROTATION DANS LE PLAN

I) RAPPELLES ET COMPLEMENTS

1) La symétrie axiale.

Définition

Soit (D) une droite donnée. On dit que le point M’ est le symétrique du point M par rapport a (D) si:
e M =MsiM e (D)
e (D) est la médiatrice du segment [MM'], si M & (D).

La relation qui lie le point M a M' s’appelle la symétrie axiale d’axe (D) ; se notre par Swy-
On écrit : Spy(M) = M'.

Remarques :
> SiM & (D) alors M" = Spy(M) # M et (D) est la médiatrice du segment [MM’] M /,r""'
c’est-a-dire passe par I milieu de [MM'] et perpendiculaire a (MM").
|
> SiN € (D) alors S(py(N) = N on dit que N est invariant par S(p)
> Inversement si un point N est invariant par S(py alors N € (D)
LT
Propriétés :
La symétrie axiale conserve :
e lesdistances:siM' = Spy(M) et N' = Spy(N) alors MN = M'N’
e Le milieu d’'un segment et en générale le barycentre d’un systeme pondéré.
e |es mesures des angles géométriques
o Le coefficient de colinéarité de deux vecteurs.
La symétrie axiale inverse les mesures des angles orientés : (ﬁ, ﬁ) = — (A’B’,A’C’) [2m]
Propriété :
La symétrie axiale S(,) est une bijection et sa bijection réciproque est elle-méme
Preuve :
S(A)(M) =M < S(A)(M,) =M
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2) Les angles orientés

Définition :

Soient i et ¥ deux vecteurs non nuls ; et soient 4 et B deux points du plan orienté tels que i = OA et = OB.

I’angle orienté des demis droites [0A) ; [OB) s’appelle aussi angle orienté des vecteurs U et ¥ et on le note par :
(u, V). la mesure de I'angle orienté (U, V) est la mesure de I'angle orienté ([0A), [OB)) et se note par (4, V).

1_3/'

B
0 A
Propriétés :
Soient U,V et h et k deux réels non nuls;; ona:
° (v u)= (‘l_i),‘l_?)
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Propriété :

Soient (D) et (A) deux droites de vecteurs directeurs respectifs 1 et ¥

et qui se coupent en A4, soient B un point de (D) et C un point de (A).

Ona:2 (ﬁﬁ) = Z(ﬂ)

Preuve :

D’apres la propriété précédente : On a (AB AC) (u v) [2m]
ou (ﬁ, ZE) =m+ (ﬂ) [2m]

et dans les deux cas : 2 (Zﬁ, A_)C) = 2(%)
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I1) LA ROTATION DANS LE PLAN
1) Définition :

Activité :

Soient (A) et (A") deux droites sécantes en 0 ; My = S(»)(M) et

M' = S (My) et soit (i, ¥) = a[2m] ou % vecteur directeur de (A) et # vecteur directeur de (A")
1- Quelle est I'application qui transforme M en M'.

2- Montrer que OM = OM'

3- Montrer que pour tout M dans le plan la mesure : (O_M OM’) est constante.

Propriété :

Soient (A) et (A") deux droites sécantes en O ; S(y) et S(a) les symétries axiales d’axes respectifs (A) et (A")
soit (i, ) = a[2m] ob # vecteur directeur de (A) et ¥ vecteur directeur de (A").

L'application S(a)0S ) transforme le point M en M’ tel que : OM = OM' et (0_11/7 OM’) = 2a [2m]

L’application (S(A,)OS(A)) s’appelle la rotation de centre O et d’angle 2«

Définition :

Soit (2 un point dans le plan et 8 un nombre réel, la rotation de centre (2 et d’angle 0 est I'application qui
transforme tout point M en M' tel que :

QM = oM’
5, —— ]
{(.QM, oM’) = o [2n]
On la note par : R(q g)
Remargque : Si I'angle de la rotation est non nul, son centre est le seul point invariant.
Exemples :
. . La symétrie centrale S est la o "
rotation de centre O et d’angle
. L'identité Jdp est la rotation
d’angle nul. (tous les points de (P) sont centre de cette rotation)
° ABCD un carré de centre O, R est |la rotation de centre O et d’angleg
Ona:R(A)=B;R(B)=C et R(D)=A
|}
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2) Propriétés de la rotation

Soit R la rotation de centre O et d’angle a

®(A) une droite quelconque qui passe par O et (A") I'image de (A) par la rotation r de
centre O et d’angle %

D’apres ce qui précede (S(A,)OS(A)) est la rotation de centre O et d’angle 2 X %

Donc: S(x)0Sa) = R. (figure 1)

figure 1 figure 2

@ (A) une droite quelconque qui passe par O et (A") 'image de (A) par la rotation r de centre O et d’angle _Ta

D’apreés ce qui précéde (composition de deux symétries axiales) (S(A)OS(A,)) est la rotation de centre O et d’angle 2 X %

Donc: Sx)05,) = R. (figure 2)

Propriété

Soit R la rotation de centre O et d’angle « ; la rotation R peut-étre décomposée comme suite :

® R =5@,05@)ou(A") image de (A) par la rotation r de centre O et d’angle g
® R =5)0S(,)ou (A") 'image de (A) par la rotation 7 de centre O et d’angle: _Ta

Puisque toute rotation est la composition de deux symétries axiales on peut en déduire les propriétés suivantes :

. . I . (R(A)=A'
o Larotation est une isométrie (elle conserve les distances) : si {REB% _p = A'B' = AB
o Larotation conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs et par suite conserve la linéarité des points
o Larotation conserve le milieu et le barycentre d’un systeme pondéré.
o Larotation conserve les mesures des angles géométriques
o Larotation conserve les mesures des angles orientés (les deux symétries qui composent la rotation inversent les

mesures des angles orientés)
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Application :

@ Soient 0, A, B et C quatre points dans le plan tels que 0A = OB, construire le point D image de C par la rotation de
centre O et qui transforme A puis B.

@ Soient 4, B, C et D quatre points dans le plan tels que AC = BD et (AB) # (CD) ; Déterminer le centre de la rotation
qui transforme Aen B et C en D.

Propriété :

La rotation R(q gy est une bijection et sa bijection réciproque est la bijection Rq _g)

Preuve :

, QM = oM’
RaogoM) =M < {(W,—)QM') =9 [2n]

{ aM' = QM
=
(

OM’,aM) = -6 [2n] M
& R-o)(M) =M

Propriété : (Propriété fondamentale de la rotation)

. . , (RM) =M — s _

Soit R(q,g) la rotation de centre () et d’angle 6 si {R((N§ — N alors (MN,M N ) =0 [2m]
Preuve :
Ona:
(MN,M'N') = (MN,aM) + (aM,am’) + (aM, M'N')  [2n]
= (W aM’) [2n]
Car (W, QM) = (M’N’,QM’) [2m] (la rotation conserve la mesure des angles orientés)
D'ou: (MN,QM) + (M, M'N") = 0 [2n].
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I1I) COMPQOSITION DE DEUX ROTATIONS

1) Composition de deux rotations de méme centre

Soient R(q o) €t R’ (q 5y deux rotations de centre Q ; Posons R(M) = M, et R(M,) = M’
L
MmEs o, B

‘ R'aR T
aM = QM

RM) =M, < {(W,Q—Ml)) =a [27]

aM, = oM’

ROt =8 {(M) =p [2n)

aM = M’
OM,QM') = a +§ [2n]

On en déduit que : {(

Et par suite : R" (g o+ p)(M) = M' et (R’(Q,B)o R(Q,a))(M) =M
Donc R’(Q'[;)O R(Q.,a) = R”(Q,a+ﬁ)-

Propriété :

La composition de deux rotations Rq 4) et R'(q gy de méme centre () est la rotation de centre Q et

d’angle (a + ﬁ) : R’(ﬂﬁ)o R(ﬂ‘a) = R”(.Q.,a+[i)-

Remarque :

On sait que la rotation R(q 4) est une bijection et sa bijection réciproque est R’(Q__a)
R'q-a)0R@a) = R" (0,0 = Tdp

2) Composition de deux rotations de centres différents.

2.1 Composition de deux symétries axiales d’axes paralléles

Soient (A) et (A") deux droites paralléles
dans le plan. S(,) et S’(5) les symétries
axiales d’axes respectifs (A) et (A")

Ona:

Stay 5 an
M—» M —»M

‘ S'o5 T

Soit (D) une droite perpendiculaire a (A)

A et B les intersections respectives de
(D) et (A) etde (D) et (A)
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Soient I et /), les milieux respectifs de [MM;] et [M;M'], on a:
MM’ = MM, + MM’
= 2I,M; + 2M ]y
=20y
=2 4B

Propriété :

La composition de deux symétries axiales S(,) et S’(A,) d’axes paralléles est la translation de vecteur AB ou A et
B les intersections respectives de (D) et (A) et de (D) et (A") avec (D) une droite perpendiculaire a (A)

si (A) Il (A") alors: S'(x)0S(a) = tzp

Soient R(g q) et Réﬂlﬂ) deux rotations dans le plan ot ) # O on
s’intéresse a la nature de la transformation R'oR

On sait que toute rotation peut étre décomposée en composée
de deux symétries axiales.

Posons (A) = (0Q)

Ona:R = 5)0S(,) ou (Ay) est 'image de la droite (A) par la

I

rotation r; de centre O et d’angle _Ta

D’autre part :

R" = 5(5,)0S(a) 0l (A;) est I'image de la droite (A) par la

rotation r, de centre Q) et d’angle g
D'ou:

R'0R = (S(a,)0S))0(S)0Sa,))

= S1,)0(S2)058))0S ) (La composition est associative)
= 50,)05y) (S@)oS@) = Idp)

La nature de R'oR dépend de la position relative de (A) et (A")

O Si (A) et (A") se coupenten ] (figure 1)

Dans ce cas R'0R = §(,,)0S(4,) est une rotation de centre ] et d’angle Z(W) modulo 27 ou U vecteur
directeur de (A,) et ¥ vecteur directeur de (4,).

Détermination de I'angle de la rotation :2y

Ona:—y— _7“ + g =r [2m] (lire tous les angles dans le sens trigonométrique)
). a  f _

dou:y=;+;—ﬂ[2n] (—m = n[2m])

finalement : 2y = a + B [2m] (2 = 0[2m])
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@ Si (A) et (A") sont paralleles (figure 2)
Dans ce cas R'0R = S(,,)0S(,,) est une translation.

Quand est ce que (A) et (A") sont paralléles ?

@/ = ==L

Sa+p =0 [2m]

Théoréme :

Soient R(g q) et REQ_B) deux rotations dans le plan ou Q # O

e Sia+ p # 2km alors R'oR est une rotation d’angle a + f8
e Sia+ p = 2km alors R'oR est une translation dans le plan.

Remarque :

Pour déterminer les éléments de la rotation ou de la translation il est indispensable de maitriser toutes les étapes de la
démonstration.
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