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PROF: ATMANI NAJIB
LIMITES — CORRECTION

Exercice n°l

1
1) lim x* = +00 donc par quotient hm — =0, c’esta dire hm f (x)=0

Xx—+00 —+00 x3

2) lim x* = +00 donc par multiplication lim —x* = —00, c’est a dire hm f (x)=-00

X—+00 X—+00

(& ne pas confondre —x* et (—x)" =x*)

3) lim 1 =0 donc par somme lim —3 +l =3, c’estadire hm f(x) 3

X—+00 x X—+00 X

4) lim x’ = —oo donc par produit lim —x

xX——00

=+00, ¢’est a dire hm f(x) +00

5) lim 1 =0 donc par somme lim 5 +l =5, c’estadire hm f(x) 5

rﬁ—mx xX——00 X

6) lim —x =+00 donc par composition avec la fonction racine, 11m \/ —x =+00, c’est a dire hrn f (x)=+00

x——00

7) lim 2x+1=+00 et lim L =0 donc par somme lim 2x +1 —l =+00

x—+00 X—+00 X Xx—+00 X

8) hmx —4=0—4=-4 et llml=+00 donc par somme hm(x —4+—) 400
X

—0
x>0 )\i>0 X x>0
9) lim —x* = -0 et lim x —3 = —c0 donc par somme hm( —’ +x —3)=—00
x——C0 x——C0

10) lim x —4 = —c0 donc par quotient, lim =0

X——00 x——00 y —4

11) lim 3 =0 donc lim —2 +i =—2.Deplus lim x* =+00. Par quotient, lim

= —00
X—+00 x x—+00 X x—+00 xX—+00 _2 L2
X
12) lim x=+00et lim —x+1=—00 donc par produit hm x( x+1) = —00
13) lim =3¢ =400 et lim ¢ —4 = —00 donc par produit 11m (—3t( )) = —00
{——00 1——0
. .1 .1 o (1 N
14) lim x=-0c0et lim —+3=3 (car lim —=0) donc par produit lim x;—+3,=—00
xX——00 x~>—00x xH—OOx x——00 kx )

15) hrnx —2=0" (car x>2 < x—2>0) donc par quotient, hm

x>2 x>2 x<2

=+00, De la méme maniére limx —2=0" (car
x—2

Les limites « a gauche » et « a ¢ 2 différent. IR

16) hm x+3=0" (car x> -3 < x+3>0) donc par quotient (attention a la régle des signes !), hm = —00,

-3x+3

1c>—3 x>—3

De la méme maniére limx+3=0" (car x < 3 < x+3<0) donc par quotient, lim 3 =400,
x—3 x—>3 x +
x<-3 x<-3

1
17) Puisque pour tout réel x on a x* =0, on a donc limx*>=0" ainsi que hmx =0" donc lim—- =+00 ainsi que

x—0 x— 2
x>0 x<0 x>0

1
11r13—2 =400, Les limites a gauche et a droite de 0 sont ici identiques.
X — x
x<0
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Exercice n°2
11 est clair que lirr_ll(x+ 1)(x —=2) =0 ainsi que lim(x+1)(x —2) =0, mais encore faut-il connaitre le signe de I’expression

D(x)=(x+1)(x—2). & o - 2 t=

Un tableau de signes nous fournit : x+1 - 0 + +

D(x)<0 si xe]—l;2[ =12 - - 0 +

D(x)>0 si x&|-0q—I[ U]2;+0d (x+lix=2) + Q0 — 0 +

Ainsi,

hm (x +1)(x =2)=0". Comme lim x = =1, on conclut, par quotient, que lim . —
ey oy = (x+1)(x —2)

X
hm x+1)(x =2)=0", donc par quotient, im ——— =
(x+1)(x —2) = par q 2 G D —2)

x> —1

11m(x+1)(x —2)=0". Comme limx =2, on conclut, par quotient, que lim .
= o 22 (x+D(x —2)

X
lim(x+1)(x =2)=0" , donc par quotient, lim—— =
lim(x +1)(x —2) par q M D —2)

x>2

Exercice n°3

22X - 2 2x* -1 . . .
1) lim = lim — = lim 2x=+00. En notant u = on a donc lim u =+00 et puisque lim vu =+00, en
xX—+00 X x—+00  x X—+00 X x—+00 u—+00
o [2x -l
composant, on obtient lim =+00
x—+00 X

1 1 . . 1
2) lim —=0.Ennotant u =— onadonc lim =0 et puisque 11m cos( ) =1, en composant, on obtient lim cos |(—\. =1

xa—OOx X xX——00 xX——00 k X }

Exercice n°4

1) FAUX. Par exemple, la fonction définie sur [0;+<1{ par f(x)=2 _Ll est
X+

strictement croissant sur [O;+0C{ , positive, et pourtant lim f(x)=2
X—+00

L vérifie | (Jr S

lim f(x)=0 (par encadrement, voir exercice n°), et pourtant sa courbe C,
xX—+00 /

2) FAUX. Par exemple, la fonction définie sur |0;+0q par f(x)= cos

« oscille » autour de 0.
Cela signifie que les nombres réels f{x) ne sont pas tous de méme signe

3) VRAL Si lim f(x)= -1, cela signifie que tout intervalle centré en —1 contiendra toutes les valeurs de f{x) pour x

suffisamment grand. Ainsi, pour x suffisamment grand, on aura, par exemple —1,5 <f(x) <-0,5 donc les nombres f{x)
seront tous de méme signe

Exercice n°5

Puisque lim f(x)=3a +ﬂ , pour avoir lim f(x)=+00, il est nécessaire d’avoir lim =400, c’est-a-dire
x—3" - x—3"

x—3" X —

limx —b=0", donc b=3. Ainsi, pour tout x #3, f(x)= ax+

x—3"

et ’information ling f(x)=11 fournit I’indication

f(5):11(:>5a+5—23:11<:>5a:10 Sa=2
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Exercice n°6
1) Puisque lim 3x* =+00 et lim —2x +10 = —00, on est en présence d’une forme indéterminée « 00—00 »

xX—+400 X—+00
11 existe (au moins) deux maniéres de rédiger :
1* maniére :

Puisque x — +00, on peut supposer x #0

2x 10 2 1 . .
Alors  3x* —2x+10=x’ |(3 __ch —2\| = |(3 ——+— (factorisation par le terme de plus haut degré puis
. X X \ x x’ )
simplification).
2 10 (, 2 10) . .
Puisque lim —=0 et lim —=0, on a, par somme lim 3 ——+— =3, et puisque lim x” =+00, on conclut, par
X~>+00x \’~>+00x x—>+00k X X ) X—+00
. .o, 2 100

produit, que lim x°| 3 —+— | =+00, ¢’est a dire lim 3x* =2x+10=+00

X—+00 k X X ) xX—+00

Remarque : Plutot que de mettre x” en facteur dans 1’expression 3x> —2x+10, on aurait pu mettre 3x” en facteur, de

2 1 2 1 . . .o 2
sorte que 3x* —2x+10=3x" |(1 x2 —02\. =3y’ |{1 -— —02\. . On raisonne de la méme manicére, a savoir lim —=0
L 3x7 3x7 L 3x 3x7) ¥—o+003x
10 (.2 101 . . ) .
et lim—=0 donc Ilim ;l——+— =1, et puisque lim3x"=+00, on conclut, par produit, que
)L~>+Oo3x x—>+ook 3x 3x ) X—+00
lim 3x2|(1—i 102\'_+oo c’esta dire lim 3x* —2x+10 = +00
X—+00 k 3x 3x ) X—+00

2°° maniére :
On utilise un résultat du cours stipulant que « la limite en +00 ou en —00 d’un polyndéme est la méme que celle de son
terme de plus haut degré ».

On écrit donc lim 3x* —2x+10 = lim 3x* =+00

x—+00 X—+00

2) Puisque hm —4x’ =+00et lim 5x —2 = —00, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « CO—00 ».

X——00

Le résultat du cours nous indique que lim —4x” +5x =2 = lim —4x’ = +0c0

x——00 xX— —00

3) On examine les numérateurs et dénominateurs. On trouve lim 3x° +4 =+00 et lim x” + x +1=+00. On se trouve dans

x—+00 x—+00

le cas d’une forme indéterminée « — ».
o)

11 existe (au moins) deux maniéres de rédiger :

1° maniére :

Factorisation des deux membres par leur terme de plus haut degré :
Puisque x — +00, on peut supposer x #0

SRR TR T S

Alors 2x = (\ xi\: (\1X1J\= lxl
RS § A B R e

R S R U D

. . 4 : 1 1 . .
Puisque lim3+—=3 (par somme), et liml+—+—=1 (par somme), on déduit, par quotient, que
xX—+00 X xX—+00 X X
4
3+ — 2
lirn—x—3 =3 c’esta dire hmzx—+4—3
xose, I 1 1 x—roox” 4+ x +1
+—+
X x

2°° maniére :
On utilise un résultat du cours stipulant que « la limite en +00 ou en —00 d’une fraction rationnelle (quotient de deux
polyndmes) est la méme que celle du quotient simplifi¢ de leurs termes de plus haut degrés respectifs »

3x? +4 3 xz

On écrit donc lim > = lim

x—+0 x4y 4] A~>+oox

=3
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. . . ) . r LS4 o
4) Puisque lim —8x° +1=+00et lim 4x+16 = —00, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée «— ».
x——00 (00

xX——00

o : (e S 5P A
Le résultat du cours nous indique que lim B+ = lim # X = lim —2x° = —o0
—-04x+16 X——00 /4/}( X——00

5) Puisque 1111’21 x> —x —2=0 et limx —2=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « ° ».

x—2
x'—x =2
1l va falloir transformer I’écriture de 5 pour «résorber » la forme indéterminée.
X —
. . . -9
Pour tout x #2, grace au calcul de Az(—l)2 —4-1- (2)=9 on détermine les racines du trindme : x, == - —1 et
1+/9 . . o .
X, = 5 - 2. La forme factorisée du trindme nous permet de simplifier la fraction :
2 —x—=2 (x—2)(x+1 X —=x—- .
x* =x =2=(x—2)(x+1) donc r =( ) )=x+1 On conclut que llmx—xzzhmx+1=3
x—2 x =2 =2 x =2 X2

6) Puisque 11IIll x> +2x=3=0 et lim2x> —x —1=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « ° ».

x—l1

Grace aux calculs des discriminants, on peut factoriser numérateur et dénominateur :

4 2x— —1)(x+3 . X +2x -3 .
Pour tout x #1, ; :_ al ?z (x )({x 1)\ = (x+3“ donc 111121;:_—xfz im (x+31 N = ; > 0 =1

T 2(e )ity 2%+ A S B I Ry

L2 U2 L2 02
7) Puisque 1ir191\/; —3=0 et lirrglx —9=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « % ».
1l va falloir transformer 1’écriture de — pour «résorber » la forme indéterminée.
x —

Pour tout x #2, \/;_3: \/;2_3 = \/;_3 = ! , donc 1im\/;_3=1im ! :l.

SN T N
Exercice n°7
1) On peut par exemple prendre f(x)=x+1 et g(x)=x
2) On peut par exemple prendre f(x)=7x et g(x)=x
Exercice n°8
1) Puisque lim vx+3 =+00et lim —Jx = —00, on est en présence d’une forme indéterminée « ©0—00 »
Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité conjuguée :
Pour tout x E[O;+0<{ ,

[x+3 ++/x (\/x+3 —\/;)(\/x+3 +\/;)
Jx+3 =Jx=vx+3 =Jx- =
Jx+3+4/x Jx+3+4/x
2 2
_(Vx+3) _(\/;) _ x+3—x 3
Jx+3++/x Jx+3++4x Jx+3+4x
3

Puisque lim +/x+3 =+00 et lim Jx =+00, on déduit que lim+/x+3+ Jx =400, et par quotient, lim

x—+00 x—+00 x—+00 X—>+°°\/m + \/; -
c’estadire limvx+3 —\/; =0

xX—+00

0,
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2) Puisque lim v/x* +4x+3 =+00 (car lim x° +4x+3=+00) et lim —(x+2)=—00, on est en présence d’une forme
q p

xX—+400 xX—+00 xX—+00
indéterminée « 00—00 ». Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité
conjuguée : Pour tout x €[0;+0q,

VXl +4x+3+(x+2)
VXt +4x+3 —(x+2 =(\/x2+4x+3—x+2 ) il
( ) ( ) Vx? +4x+3+(x+2)

(\/x2 +4x+3 —(x+2))(\/x2 +4x+3 +(x+2))

Jx2 +4x+3 +(x+2)
( x* +4x+3)2 _(’”2)2 X +4x+3—x" —4x—4
m+(x+2) M+(x+2)
-1
_M+(x+2)

Puisque lim vx* +4x+3=+00 et lim x+2=+00, on déduit que lim Vx> +4x+3+x+2=+00, et par quotient,
q q par q

xX—+00 x—+00 x—+00

1
lim =0, c’estadire lim vx*+4x+3 —(x+2)=0
X +4x+3+(x+2) x—+00 ( )

Exercice n°9

. .2 .2 .
1) Puisque lim —=0 et lim —=0, d’aprés le théoréme d’encadrement « des gendarmes » ,ona lim f(x)=0
x—>+00x X—+00

X—+00

. .2 . . -
2) Puisque Ilim—=0 et hmi:O, d’aprés le théoréme d’encadrement «des gendarmes», on a

X—+00 x x—+00 x

lim f(x) —%zO@ lim f(x)=%

3) Si f(x)=22x-3, puisque lim 2x —3=+00, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que

X—+00

lim f(x) =+00. On ne peut rien conclure de plus.

x—+00

4) Si f(x)=x*-=3, puisque lim x> =3=+00, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que

xX—+00

lim f(x)=+00. On peut également utiliser ce théoréme lorsque x — —00. En effet puisque lim x* —3=+00, on en
X—+00

X——00

conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que lim f(x)=+00. On ne peut rien conclure de plus.
xX——00

Exercice n°10
1) Pour tout x €[0;+09 , on calcule f'(x) SSx=x—Jx+43x=x—4Jx+4= (\/; —2)2 .

Un carré étant toujours positif ou nul, on en déduit que pour tout x € [0;+0<{ f(x) —3/x 20 f(x) >3./x

2) Puisque lim 3Jx = +00, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que lim f(x) =+00.
x—+00

X—+00

Exercice n°11
1) Par multiplication par la quantité conjuguée, pour tout x €D,

== (2 ) L)

(72 ). (572 4)_(53) )

Jx+2++/x Jx+2++/x

xX+2—x

2
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2) Pour tout x E]O;+0C{ , on a clairement f(x)= 2 >0 car Vx+2 ++/x 20. De plus,

Taids

1 2 2
\/m>0<:>\/x+—2+\/_>\/7<:>m+\/, T \/er\/;Sﬁ

o f) ==

I

3) Puisque lim 2 =0, en application du théoréme d’encadrement « des gendarmes », ona lim f(x) =0

x4>+oo\/;

Exercice n°12
1) Pour tout x réel - <sinx <1 & x —1 <x+sinx <x+1 < x—-1<f(x) <x+1

2) Puisque lim x —1 =+00, on conclut, en utilisant le théoréme de minoration,

xX—+00

que hm f (x) =+00. Puisque lim x+1= —00, on conclut, en utilisant

xX——00

le theoreme de minoration, que lim f(x)= —00.
Xx— —00

Exercice n°13
1) Puisque pour tout réel x, on a — <cosx <1 alors pour tout x>0,ona l—-1=<Il+cosx <1l+1<0<1+cosx <2, et par

division par v/x qui est >0, on déduit que <ltcosx <0 <1 +cosx 2

Nk NN

2
Puisque lim — =0, en application du théoréme d’encadrement « des gendarmes », on a hm f (x)=0

X—+00

2) Commengons par la limite lorsque x — +00. On peut donc supposer que x>0.

. . . - _xsinx X
Puisque pour tout réel x, on a —1 <sin x <1, alors pour tout x>0, on a < <

P+l 2+ 2+l

Puisque lim ——= lim ;;C: lim ;1: 0, et puisque lim ———= lim ~ = lim l= 0, en application du théoréme

x40y 4] x—+0 x x—+00 y x>+ 4] xo+0y X400

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclut que lim f(x)=0
X—>+00

La limite lorsque x — —00 se traite a 1’identique : on peut donc supposer que x<0.
X o _xsinx _ —x

2

Puisque pour tout réel x, on a —1 <sinx =<I, alors pour tout x<0, on a ——— <—; <
x*+1 x"+1 x +1

(I’inégalité est en sens

inverse de la prcédente)

Puisque lim ——= lim —fz lim —1— 0, et puisque lim ——= lim ~ = lim l= 0, en application du théoréme

x—+00 x° 4 1 x—+00 y x—+00 ¥ x—+00 x° 4 1 X—+00 x- X—+00 ¥

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclut que lim f(x)=0
X—>+00

Exercice n°14

1) Pour x>0 0<1 < x? <1+x*. Deplus (1+x)" =1+x*+2x>1+x? car x>0. L’encadrement est ainsi démontré.

2) La fonction racine étant strictement croissante sur [O;+OC{ , on déduit de I’encadrement x* <1+ x> <(1+x)2 que

NN <1/(1+x)2 <:>|x|<\/1+x2 <|1+x|

& Ne pas oublier que v/x* = ||
VI+x® 1+x
<

X

Puisque x>0 et 1+x>0, on a donc x <+/1+x”> <1+ x, et enfin par division par x , Rl Sl f(x) <1+ 1
x X

3) Puisque lim 1+ L =1, en application du théoréme « des gendarmes », on conclut que hm f (x)=1
X

X—+00

Page 11/18

Talamid.ma: gigall )l js a6 culalall (Jo 23 jall


https://talamid.ma
https://talamid.ma

Talamid.ma: gigo (Jo alrani aj alall l3a
PROF: ATMANI NAJIB
Exercice n°15
1) On a clairement 4, < 4, < 4,
_04- PM _1-sinx
= > =
(car un angle de 2/7 rad correspond a une aire de /77 =/7cm’, donc un angle de x rad correspond a une aire

On calcule : 4

, puis par proportionnalité¢ de ’aire et de la mesure du secteur angulaire, 4, =

2 o=

€

. izﬁ). Enfin A3:OA- AT:1- tanx _ tanx
2n 2 2 2 2
Puisque 4, < 4, < 4, alors e ta;x

En multipliant les trois membres de I’inégalité par 2, on obtient le résultat attendu.

.. . e, . sin x
2) En utilisant les deux premiers termes de 1’inégalité, on a sinx < x <& ——<1 (car x>0)
X

sin x

En utilisant les deux derniers termes de 1’inégalité, ona x <tanx < x <

sinx
< cosx < —— (car x>0)
COSX X

3) Puisque pour tout x>0 , cos x <

< 1, et puisque limcosx=1, on en conclut en application du théoréme
X x—0

sin x
=1

d’encadrement dit « des gendarmes », que lim
x—0 X
x>0

4) si x<0, la configuration des triangles et des secteurs angulaires reste la méme, mais les mesures de 1’aire (qui doivent

n .. , . sin x X tan x
étre positives !) sont alors égales a 4, = — 4, = ) et 4, =

sin x X tan x .
On a donc, pour x<0, —5 & —sinx< —x< —tanx.

. . S, . —sinx sin x
En utilisant les deux premiers termes de I’inégalité, on a —sinx < —x < <le <1 (car -x>0)
—x X
En utilisant les deux derniers termes de 1’inégalité :
inx in x sin x
ona —x< —tanx < —x< S cosx < < cosx < (car -x>0).
cosx —x
La conclusion de I’exercice reste la méme
Exercice n°16
.. sin5x sinSx 5 sin5x . . . sinu
1) On écrit, pour tout x>0, —— = ﬁ =_ . En posant ¥ =5x, on a limu =0, et puisque lim =1,
2x }f 2x 2 5x x—0 u=0 gy

sinSx =1, donc par produit 1in(} sinSx = &l

on en déduit donc que lim
x—0

2x 2
. x 1 3x . . sinx oo N
2) On écrit, pour tout x>0 , — =—— . Puisque lim =1, on a aussi lim——=1, donc en particulier
sin3x 3 sin3x =0 X *=0sin x
. o . N x 1
lim— =1 (quitte a poser u =3x ), d’ou, par produit, lim— =—
*=0sin3x =0sin3x 3
.. sin5x sinSx 4x 5x 5 sinSx 4x . ) . sin5x
3) On écrit, pour tout x>0 , — = - — C—=— - = . Encore une fois, puisque lim =1 et
sin4x S5x sind4x 4x 4 5x  sindx =0 Sx
. . . _sin5x 5
lim— =1, on conclut, par produit, que lim— =—
*=0g5in4x —0sindx 4
L. tanx sinx  sinx 1 . . sinx ) )
4) On écrit, pour tout x>0 , = = . . Puisque lim =1 et puisque limcosx=1 donc
X XCOoSXx X cosx x=0 =0
. . tanx
lim =1, on conclut que lim =1-1=1
x—0 cOS X x=0  x
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Exercice n°17

Vx+6 =3

1) Si on pose f(x)zx/x+6 , définie sur [—6;+0C{, puisque f(3) =3+6=9=3 , la limite 1irr31 se réécrit
x—. X
—f(3
lin}L?(). Or f est dérivable sur ]—6;+OC{ et pour tout xE]—6;+OC[, f'(x)z 5 ! = donc
x— X — X+
/ - —7(3 / -
i Y30 8 S () =/ ):f'(s): L1 Ainsi im0 531
=3 x =3 x=3 x =3 24J3+6 6 =3 x =3 6
i —-f(0
2) Sion pose f(x)=sinx, définic sur ”, puisque f(0)=sin0=0, la limite lirr(}ﬂ se réécrit IQM Orf
x> X x— X —
i —f(0
est dérivable sur et pour tout x €, f”(x)=cosx donc lim Smx:lin(}f(x) (J;( )=f'(0)=0050=1.
X— x X— x —
Ainsi lim XY =1
x—0 X
3) Si on pose f(x)zcosx, définie sur ", puisque f(ﬂ\. =cos|(£\. =0, la limite lil’I/l7 COSY e réécrit
(2) 12 S
2
f(x)=r |7
lim (—M Or f est dérivable sur " et pour tout x&/, f'(x)=-sinx donc
x—— X _A
(1)
S(x) =15
lim cosx =1 2] =f’|(£\| = —sin(ﬂ‘I =—]. Ainsi lim cosx _ —.
o mn .7 7 kz) k2) . 7
2 X —— 2 X = 2 X ——
2 2
Exercice n°18
t x)=f(0
1) im 22 _ Si on pose f(x) = tan x, alors f(O) =0, et ainsi amx_ f( ) f( )
x—0  x X x—0
.t ) x)—1(0
Puisque f'est dérivable en 0, lim MY _ Jim f( ) f( ) = f’(O) =1+tan® (O) =1
x—0 X x—0 x—0
— -1 x)—=f(1
2) lim\/; L. Si on pose f(x):\/;,alors f(l)zl, etainsi\/; = f( ) f( ) .
=l X = x—l1 x—l1
. -1 .. x)—f(1 1 1
Puisque fest dérivable en 1, lim Jx = lim f( ) f( ) = f'(l) =—=—
-l x=1 xol x-l 21 2
bl pe !
. 2cos2x -1 .. . 2cos2x—1 2 ©08X 2 o C0seX
3) lim ——————— - On commence a écrire =—- . Pour étudier lim———=, on pose
x_>ﬂ 6x —/7 6x =/ 6 _/7 xag _/7
6 X — 6 X ——
6 6
f(x)=cos2x.
1 (1)
7 P cos2x — f(x)=fi—1
Ainsif|(—|:cos|(—\|=—,etainsi 2_ k6).
L 6) (3) 2 =7 "
6 6
(1)
f(x) —f1—
n A ) n 3
Puisque f'est dérivable en —, lim gﬁ:f |(—\| = 2sm|(2' —\| =2 —= —\/g ,
6 7 7 L6 L 6 2
6 6
. ... 2cos2x -1 NE])
etainsi lIim———=——
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Exercice n°19
1) Sur le premier graphique, on « lit » que la droite d’¢quation y = -3 est asymptote horizontale a C, en +00 et en —00.

Cela signifie que lim f(x)=-3 et lim f(x)=-3. De plus, la droite d’équation x = -2 est asymptote verticale a C,, et
les limites différent a droite et a gauche de -2. Cela signifie que lin_12 f(x)=—0et lirr_12 f(x)=+00

x<-2 x>-2
2) Sur le deuxieme graphique, on « lit » que la droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a C, en +00 et en —00.

Cela signifie que lim f(x)=1 et lim f(x)=1. De plus, la droite d’équation x=2 est asymptote verticale & C,, et les

limites a droite et a gauche de 2 sont identiques. Cela signifie que 1i1121 f(x)=+00et 1i1121 f(x)=+00

x<2 x>2

3) Sur le troisieme graphique, on « lit» que la droite d’équation y =3 est asymptote horizontale & C, uniquement en

—00. Cela signifie que lim f(x)=3. De plus, la courbe C, possede deux asymptotes verticales : les droites d’équation

x=2 et x=-2. Les limites a droite et a gauche de ces valeurs sont différentes. Cela signifie que lim f(x)=+00 et
x—2
x<-2

limzf(x) = —00 ainsi que 1ir121f(x) = —00 et 1ir121f(x) - 100

x>-2 x<2 x>2

Exercice n°20

1) La premiere courbe correspond a f;(x) = car elle présente deux asymptotes verticales synonymes de

S

(x + 1)(x —2)
valeurs interdites égales a —1 et 2, ce qui ne correspond pas a f,(x). De plus, la courbe se situant en dessous de 1’axe des
abscisses en +00 et en —00, on devrait avoir une fonction « négative » dans ces deux voisinages, ce qui n’est pas le cas de

S (x)

2) La limite en +00 et en —00 de la fonction étant égale a 1, on peut éliminer directement g,(x) et g,(x), pour ne garder

1
ue x)=1—
q gZ( ) ()C + 2)2
Exercice n°21
3x -1 1
1) Pour tout x #0, f(x)= =3—
X
Ona lim 1 =0= lim3 . =3 donc la droite d’équation y =3 est asymptote horizontale a C, en +00.
x—+00 x- X—+00 X -
De méme, lim 1 =0= lim3 1 =3 donc la droite d’équation y =3 est asymptote T
. x—-00 y x——00 X —\A };:3
horizontale a C, en —00. >
1 L 1 L . “=“-7rd
De plus, lim—=+00= lim3 — = —00 et lim— = —00= lim3 —— =400 donc la droite P
o X o WX il

d’équation x =0 (I’axe des ordonnées) est asymptote verticale a C, .

. 1 . 1 . . . .
2)Ona lim——=0 et lim — =0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a

xX—+00 X xX— —00 X

. 1 . 1 . . . .
C, en +00eten —00. De plus hn(} —— = —00 et lim—— = —00 donc la droite d’¢quation x=0 (I’axe des ordonnées) est

2
x—0
x>0 X x<0 X

asymptote verticalea C, .

3)Ona lim 5 =0 et lim 5 =0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a
x—+00 x4 x——00x
C, en +00 et en —00. De plus lim =—00 et lim =+00 donc la droite d’équation x = -2 est asymptote
o2x+2 =2y 4
X< x>-2
verticalea C, .
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4)Ona lim i =0 et lim i =0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale
x—>+00x —_ x—>—00x _ .
! 1
a C, en +®eten —00 De plus lim — =+00et lim :
X< 2 x>-2 |

donc la droite d’équation x = -2 est asymptote verticalea C, .

Enfin lim =—ooet lim

x—2 —_ x—2 —_
x<2 X 4 x>2 X 4

donc la droite d’équation x =2 est asymptote verticale a C, .

2x —1 . 2x 2 2x —1 . , .
5)Ona lim ————=lim — = lim —=0 et de méme lim —————=0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des
x—+0 x° =3y 4D xo+0y x—+00 x x>0 x” =3y 42
abscisses) est asymptote horizontale a C, en +00 et en —00. Les racines du dénominateur sont 1 et 2. On a donc
. 2x —1 . 2x —1 . ) . . .

lim—————=+00 et lim——————=-00 donc la droite d’équation x=1 est asymptote verticale a C,. Enfin
Xt =3x+2 X" =3x+2

2x —1 . 2x —1 o s . . \
hm— = -0 et lim——————=+00 donc la droite d’équation x =2 est asymptote verticale & C, .
2 x* =3x+2 X —3x+2

Exercice n°22

1
Puisque 11rn2x+1 1 et lim — =+00, on conclut, par somme, que hm f(x)=+00. La droite d’équation x=0 (I’axe
x—=0  x
x>0 r>0
oux<0 oux<0

1
des ordonnées) est asymptote verticale a C, . Puisque lim —=0 et lim 2x+1=+00, alors hm f (x) =+00. Puisque
- v—>+00x X—+00

hmi—O et lim 2x+1=-00, alors lim f(x)= —00.

)(H—OOX xX——00

De plus, pour tout x #0, f(x) —(2x+1)= 2x+1+i2 —(2x+1)=—. Ainsi lim f(x) —(2x+1)= lim 1. 0.
x x’

x—+00 x4>+oox2

De la méme maniere lim f(x) —(2x + 1) = lim LZ =0. On en conclut que la droite D d’équation y =2x+1 est asymptote

4>—oox
oblique a C, en —eten +00.

.. : 1 . 1
Pour connaitre la position relative de D et on ¢étudie le signe de f(x) —(2x+1):—. Pour tout x #0,
X

2

1 o .
f(x) —(2x + 1) = = >0, donc pour tdyt x #0, f(x)>2x+1. signifie que sur tout son ensemble de définition, C,

est au dessus de D.

Exercice n°23 /

1) f est définie si et seulement si x+2 #0 donc D =]-0Q-2[ U |-2;+0cq . Pour tout x€D,

c _(ax+b)(x+2)+ c ax +2ax+bx+2b+c ax +(2a+b)x+2b+c
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2
ax’ +(2a+b)x+2b+c _2x2 +3x—1

ax+b+

c . . . .
Donc ax+b+ 2: f(x) si et seulement si donc si et seulement si
X+

x+2 o x+2
fa=2 fa=2 |
{2a+b 3 @{b——l Ainsi, pour tout x€D, f(x)= 2x—1+—2
_l’_
2b+c——1 c=1
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2) A partir de D’écriture f(x)=2x —1+ ! % on déduit que 1in_12 f(x)=—00, et 1in_12 f(x)=+00.

X+

x<-2 x>-2
. . 1
Mais  surtout, puisque, pour tout x#-2, f(x)—(2x—1)=2x-1+ —(2x-1)= , on a
x+2 x+2
lim f(x) —(2x —l) = lim 5 =0 et lim =0, donc la droite D d’¢quation y =2x —1 est asymptote oblique a C,
X—+00 x~>+00x + x~>—00x + p

en +00 et en —00. De plus, pour tout x> -2, f(x)—(2x —1)= ! 5> 0, donc C, est au dessus de D sur |-2;+0oq, et
X+

pour tout x< -2, f(x)—(2x —1)= ! 5 < 0, donc C, esten dessous de D sur |-0@ 2|
X+

Exercice n°24

3 3 2 3 3
. X X x +1 x —x —x —x
On calcule, pour tout réel x, f(x) —x=——-—X=—F——x /—=—— =—
x +1 x“+1 x +1 x +1 x +1

P . . .- . . . .-
Ainsi  lim f(x) —x = lim = lim —f =lim—=0 et lim f(x)—x=lim = lim —f =lim—=0 donc Ia
X—+00 x—>+00x + 1 X—+00 X X—+00 X x——00 x—>—oox —+ 1 xX——00 X xX——00 X

. . . . . . X
droite D d’équation y =x est asymptote oblique & C, en +00 et en —00. Puisque, pour tout x>0, P <0, et pour tout

x<0, 2_x1 >0, on en conclut que C, est au dessus de D sur |—00[ et en dessous de D sur ]0;+0q
X2+ :

Exercice n°25 On calcule, pour tout réel x>1,

m"‘x \/ﬁz—xz 2 1.2 -
e i e A E\/——I;(x/ _Lx O =

. — . \ . X
Et comme lim —————=0, on conclut que la droite d’équation y =2x est asymptote a C, en +00

Exercice n°26
1) f est définie si et seulement si x+3 #0 donc D =]-0@-3[U]3;+.

2) Pour tout x€D, ax” +b+ ¢ _(ax2+b)(x+3)+ ¢ :ax3+3ax2+bx+3b+c

x+3 x+3 x+3 x+3
3 2 3 2

Donc ax® +bh+——= f(x) si et seulement si ax’ +3ax +bx+3b+c =2 3¢ 74x =20 donc si et seulement si

x+3 x+3 x+3
fa=1
| fa=1
13a=3 I L , 8
J < {b=-4. Ainsi, pour tout x€D, f(x)=x" —4 ——
|b=_4 | x+3

Cc=-8
13b+c=-20

3) A partir de Pécriture f(x)=x" —4 — 8 3’ on déduit que lim f(x)=+4+00; lim f(x)=+00; 1im3f(x) =—00 (par
X + xX—+00 xX——00 X— =

x>-3

. : 8 .

soustraction car lim =+00) et lim f(x)=+00
=3 x4 3 x—-3

x>-3 x<-3

. Comme lim —
x+3 xoEw x4

4) Pour tout x€D, f(x) —(x2 —4):x2 —4 —xi3 —(x2 _4):

d’une PARABOLE ASYMPTOTE a C , en +0eten —0.

8
<0, et pour tout x<-3 ,
x+3 x+3

on en conclut que C, estau dessus de C, sur |-0Q 3| et en dessous de C, sur |-3;+0oq .

e
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Exercice n°27
La calculatrice fournit, grace au menu TABLE :
On est donc tenté de conjecturer que lirr(} f(x)=0

(50+x* )" —2500 2500+100x20+x —2500 100x™ + x*

20 20 - 20
X X X

Or, pour tout x #0, f(x)= =100+ x*

Ce qui permet de conclure que ling f(x)=100 !

Exercice n°28
1) lim x> =+00et lim Inx =+00, donc par somme, lim (x2 +1In x) =400

X—+00 xX—+00 X—+00

2) lim 1 —x=—-00 et lim Inx =+00, donc par produite, hm ( —x)lnx = —00

x—+00 x—+00

3) lim In x =+00 donc par soustraction, lim (1n2 —3In x) = —00

xX—+00 X—+00

4) limx —4 = —4 et limlnx = —00 donc par somme hm( —4+1nx) = —00

x—0 x—0

5) Puisque lim x* =+00, on pose u = x”, et puisque lim Inu = +00 on conclut que lim In(xz) =+00

xX——00 u—+00 x——00

6) hmlnx —0et limx=0" on conclut par quotient que hmln—x— -0

x—0 x—0 x
7) Puisque lim x =400 et lim Inx =+00, nous sommes en présence d’une forme indéterminée « 00—00 ». On transforme
X—+00 X—+00
L (, Inx) . Inx . o . . (. Inx)
I’écriture : x —Inx=x,1——,. Comme lim — =0 (limite connue), on déduit successivement que lim |1 —— =1,
k X ) xX—+00 X x~>+ook X }
(, Inx)
puis par produit, que lim x| 1 —— | =+09, c’est-a-dire que lim x —Inx =+00
x—+00 X x—+00
\ )
. . . (1) . , 1 -
8) Puisque lim x=+4+00et limIn|1+—=In(l)=0, nous sommes en présence d’ une forme indéterminée « 0> 0 ». En
xX—+00 xX—+00
LX)

1 1 o
posant X =—, puisque hrn X =0", la limite cherchée devient lim —In(l +X ) Or un résultat du cours nous indique
X X—0"

In(1+.X) . (1
que lim ——~ =1 donc lim xIn|1+—,=1
X—0" X X—+00 \ X )
In(1+X
9) En posant X =2x, la limite cherchée devient lim In(l +2) =lim 2In(l + ) . Et puisque lim Q =1, on
x—0 X x—0 X X—0" X
20+ X) 5 est-andire limim0 29 o

conclut que lim
x—0 x—0 X

Exercice n°29
1) lim x> =+00et lim e* = +00, donc par somme, lim (x2 +e") =400

X—+00 X—+00 xX—+00

2) lim —x=+00et lim 4¢” =0 (car lim e¢* =0), donc par somme, lim [ —x+ 4ex) =400

x——00 x——00 x——00 x——00
o1 ) . ) . (1 o)
3) lim —=0 et lim 3e" =+00, donc par soustraction, lim | ——3e" | = —C0
x~>+00_x xX—+00 x—>+ook X )

Exercice n°30
1) Puisque lime™ =0 (lim ¢“ =0 ou on a posé u = —x), on déduit que hm f (x) =4 donc la droite d’équation

X—+00 u——0

y = —4 est asymptote horizontale & C, en +00. De plus lim e™ = +00 donc par somme llm f (x) =+00.

xX——0

2) Puisque lim e* =0, on déduit, par somme et quotient, que llm f (x)=3, donc la droite d’équation y =3 est

xX— —00

asymptote horizontale 8 C, en —0o0.
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Puisque xlierex =400, on déduit, par somme et quotient, que XIEPOO f(x)=0, donc la droite d’équation y =0 (’axe des
abscisses) est asymptote horizontale a C, en +00.
3) Puisque }iIPwex =400 et xliqlwx = +00, alors par produit }irllwxex = +00. Puisque }irpwx —2 =0, alors par somme,

lim f(x)=+00

X—+00

Puisque lim xe* =0 (limite du cours) et lim x —2 = —00, alors par somme, lim f(x)= —00. Mais comme
xX——0

lim f(x) —(x —2) = lim xe” =0, on en déduit que la droite d’équation y = x —2 est asymptote oblique & C, en —co.
4) Puisque lim e* =0, on déduit, par différence et quotient, que lim f(x)= —1, donc la droite d’équation y =—1 est

asymptote horizontale & C, en —0o0.

Puisque lim e* =400, on déduit, par différence et quotient, que lim f(x) =0, donc la droite d’équation y =0 (I’axe
xX—+00

X—+00

des abscisses) est asymptote horizontale a C, en +00.

Enfin, puisque ling e —1=0" (car x<0 e <le=e" —1<0), on déduit que lirr(} =
x— x—0 o* —
x<0 x<0

=—00, Et puisque

lime* —1=0" (car x>0 <¢e" >1<e" —1>0), on déduit que lim .
x—0 x—0 ex —_
x>0 x>0

=400, La droite d’équation x=0 (I’axe des

ordonnées) est donc asymptote verticale a C, .

Exercice n°31

: o . . . 0
1) Puisque lim e* =0, on déduit, par somme et quotient, que lim f(x)=—=0,
x——00 x——00 1

, ) i e e’ 1
2) On transforme D’expression: Pour tout réel ux, =

1 ) . —
= = —. Puisque lime™ =0
e"+1 (1) 1 1+e™ P
e | 1 + | 1 + 7){
L €) ¢
(lim €“ =0 ou on a posé u = —x), on déduit, par somme et quotient que lim f(x)=1
xX—+00

u— —00
3) La courbe admet donc deux asymptotes horizontales :
La droite d’équation y =0 en —co0 et la droite d’équation y =1 en +00

/ /
T
7
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