Talamid.ma: gigo (Jo alrani aj calall l3s

TD : ENSEMBLES ET APPLICATIONS
Avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB 1BAC SM BIOF

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercicel :1)Ecrire en extension les ensembles
suivants : D,y = {n e N/n/180}

A:{neZ/_—53n2£§} )
2 2

B={xeR/x2+x+1=0}

2)Ecrire en compréhension I'ensemble Des nombres

pairs

Solution : 1) 180 =22x32x5

Dy, = {1‘ 2;3,4,5;6;9;10;12;15;18; 20; 30; 36; 45; 60; 90; 180}
A={-10;1}
X2+x+1=0 A=

2) P={2k/keN}

Exercice?2 :1) Ecrire en extension les ensembles
suivants :

E ={keZl/k+1<2]
XeZ/k2<7}

—3<0donc: B=Y

eZ/(VneN)X2<4+n }
={(xy)eN2/0<2x<y<5}

E, = {x eQ/x= getp;q e N* Vérifiant p < 3q sll}

2)Ecrire en compréhension I'ensemble Des multiples
de 5dans N

Solution: 1) ke E, < keZ et k+l<2<

keZ et 2<k+1<2 <
keZ et 3<k<le

Donc : E, ={-3,-2;-1,0;1}
keE,&keZ et
k2<7 < k| <7 & 7 <k <7 etkeZ
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Donc : E, ={-2;-1;0;1;2}

keE,<>keZ et 7<k?<35

o7 <|k|<V35 o k| € {345} & ke {-5,-4;-3,3,4,5)
={-5,—4;-3;3;4;5}

E, ={(xy)eN2/(x+y)(x—y)=32} 2

Et (x—y)+(x+y)=2x estunombre pair

Donc x-y et x+yontla méme parité et

Donc : E,

x+y>x—y 32=2°
On dresse un tableau :

X-y |2 |4
X+Yy |16 |8
X 9 |6
y 7 |2

E, ={(6:2):(%:7)]

E, ={(x; y)eN2/x* —y? =15} ?

X' —y? =15 < (x+y)(x-y)=

De méme que : E, on a: les diviseurs de 15
sontl;3;5;15et x+y>x-y

On dresse un tableau :

X-=y |1 |3
Xty |15|5
X 8 |4
y 7 |1

E ={(8:7):(41)}

E,={(xy)eZ2/0<2xy<7} ?

Soit : (x;y) e E; donc: 0<2xy <7 donc: 2Xy est

u nombre relatif pair inferieur a 7

Donc : (x;y)eE, < 2Xy=20u2Xy =4 ou 2Xy =6

(xy)eE; < Xy=louxy=20u Xy =3 Donc:
={(-1-1);(32):(5:2)5(-5-2): (21);(-2 -0);

(£3):(-1-3):(32); (-3 -1)}"

E, :{XEZ*/(VneN)l >L} ?

X n+1

n

Soit: (X;y)e E; donc : XxeZ" et (VneN)iz 7
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Alors Xe N” et

(VHEN*)EZLQXSn—H-=1+E-<2<:>X-<2

X n+l n n

E, = {1}
E, Z{XEZ/(VHEN)X2S4+I'13} ?
Soit: xeE;donc: xeZ et (VneN)x2<4+n®
donc : on particulier pour N=0 on a x2<4 donc
|X| <2 d'ol Xe {—2;—],' 0L 2}
Inversement on vérifie que les éléments —2;-1,0;1;2
Appartiennent a E,
={-2,-1,0;3;2}

P

Conclusion : E,

E, ={XEQ/x=aetp;q e N Veérifiant p < 3q £11} ?

Soit : x € E;, donc x=2 avec p;geN” et
q

p <39 <11 donc

{3q sll@{q sl]/3<:>{q e{1,2;3}
p<3q p<3q p<3q

(Pia) €{(21):(21):(32):(12):(22)i(3:2)

(5:2):(6:2);(53);(2:3);...3(9:3)} Donc::

donc

2) P ={5k/k e N}

Exercice3 : Ecrire en extension les ensembles

suivants : A= {cos( 5

£+”—”j:nez}
6
B =<sin —+n— neZ

{ (12 6) }

Solution : on sait que la fonction cos est périodique

n
de période 27 et % =2r<=n=12

ne{0;1,2;3;.,;11}

A:{cos(%+%ﬁ]/ n 6[0;11]}

En tenant compte des relations :
cos( 7 +X)=cos(z—x)=—cosx on en deduit :

or 11~ 167 21
A=<cos cos coS ;COS
{ (30j (30j (30} (BOJ
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2672' 317z 367z 417z 4672'
;COS ;COS ;COS ;COS ;COS

30 30 30 30 30

51z 567 61z
;COS| —— |;C0s cos| —

(5 oo 55 b5 )
. n

De méme pour sinona: B= {sm[%+%j n e[O;ll]}
En tenant compte des relations :

sin(7z—x) =sinx=—sin(z+x)=-sin(—x)

on en deduit :

{5 {55 5 o o5

B =1{sin sin sin —sin -sin —sin
12 12 12 12 12 12

Exercice4 : A:{keZ/|2k+]4£3}et B=
{-2,-1,0,1}
Montrons que : A =B
Solution :ke Ac>keZ et|2k+1<3<
keZ et 3<2k+1<3&
keZ et 4<2k<2 &
keZ et 2<k<le ke{-2-1,01} < keB
Doncona: ke A< keB
Donc:A=B
Exercice5 : Soit E={0;1;2}} déterminer tous les

ensembles inclus dans E. Qui s’appelle 'ensemble
des parties de E et se note P(E).
Solution :

P(E)={@:{0}:{1}:{2};{0:1}:{0:2):{1:2} E
Exercice6 : Ecrire en extension les ensembles
suivants :

1)P(P(@))  2)P(P({a;b}))
Solution :1) Il est aisé de voire que P(J)={D}
donc : P(P(2)) ={2:{2}}

2) P(P({a;b})) :
P({a; b}) ={@:{a};{b};{a;b}} Donc:
RO =2k {8} 2l e 3

{{d:{ad)}{ 0 {a g {{atl{ld: 0 @l e abl)
Exercice7 : donner Complémentaire des ensembles
suivants : [a;b[ I'ensemble Q

2) lintervalle [a;b] a<b

Solution : 1) le complémentaire de Q est 'ensemble
des irrationnels et se note R—Q

N
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2) [a;b]

[a;b[ = ]-o0;a] L[b;+oo]
Exercice8 :Soient les ensembles :

A= £+2k—7[:keZ} B:{f+2k—”:kez
4 "5 2 5

Monter que : ANB=
Solution :0On suppose que : ANB#J
Donc: IX,eR X, e Aet X, B

{XER/xg[a;b[}:{XER/xzboux<a}

< 3(k;k,)eZ2: %, :%+2k1?ﬂ et X, :%+2k2—7Z

Donc < 3(k;;k, ) € Z2: %+2k1—7z:£+2k2ﬁ

1

Donc : %(kl —k,)= 2 <k -k, = —g contradiction

)
avec le faite que k, -k, €Z et —geEZDonc: ANB=Y

Exercice9 : Soient A ; B ; C et Ddes parties d'un
ensemble E

(B-C)uA=E

Monter que : = (B-D)c A

(C-D)uA=E
Solution : On suppose que :
(B-C)uA=E et (C-DJuA=E

Remarquer que: AUB = E=AcB

Donc: B-CcAet C—-DcAcad

BACcAet CADcCA

Montrons que: B— D < A cad BADCA?

Soit Xe BAD

XxeBND<«<>xeBet xeD

e Si xeC alors XxeCAD donc Xe Acar CnDcA

e Si xgC alors xe BAC donc Xxe A car BACC A
Dans tous les cas: (B—D)c A

Exercicel0 : Soient A ; B ; C des ensembles

Monter que : AcBcC«< AuB=BnC

Solution : On suppose que : AcBcC

Ona: AcBcC=AcBetBcC

= AuB=Bet BNnC=B=AuB=BnC

On suppose que : AuB=BNC

Ona: AuB=BNnC=AuBcBet AUBcC

=AcBetBcC

=AcBcC
Donc: AcBcC< AuB=B~C
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Exercicell : Soient A ; B ; C des parties d’'un
ensemble E
Monter que :

1) A=(An BmC)u(AmEmC)u(AmEmE)u(Am BmC_J)
2)(Au B)N(BUC)N(CUA)=(AnB)U(BNC)U(CNA)

3)AnB=ANC < ANB=ANC
Solution :1)

(AmBmC)u(AmBmC_J)u(AmEm(_Z)u(AmBmC)
=[(Am B)m(C uE)Ju[(AmE)m(C u(_l)} -

:[(Am B)n E]u[(Amg)m E} =(ANn B)u(Amg)
=An(BUB)=ANE=A

2)(AU B)m(BuC)m(CuA)=[Bu(AmC)]m(CuA)
(Bm(CuA))u((AmC)m(CuA))
(BNC)u(BNnA)U(ANC)

3) Montrons que :

AnNB=ANC=ANB=ANC
ANB=ANC=AnB=ANC

ANB=ANC=ANB= Amé:ﬂugzﬂu(:?
- AUB=AUC = Am(z\u B): Am(KuC)

:(Amﬂ)u(Am B)=(Amﬂ)u(AmC)
=AnB=ANC

Inversement :

ANB=ANC=ANB=ANC=A~B=ANC
D’apreés l'implication directe

Donc: ANB=ANC < AnB=ANC

Exercicel2 : Soient A ; B ; C des parties d’un
ensemble E

AuBc AuC
=BcC
ANnBc ANnC

Solution : On suppose que :
{AuBc AuC

AnBc ANnC
(VXEE)(XEB:XEC) ?

xeB=>xe AUB=xec AuC=xecAouxeC
e Si Xe A alors Xe ANB donc Xxe ANC car
ANBc ANC donc BcC

e Si X¢ A etpuisque XeCou Xe& A estvraie alors
BcC

Conclusion : (VxeE)(xeB=xeC)
Donc Bc=C

Monter que : {

Montrons que :

1w
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Exercicel3 : Soient A ; B ; C des parties d’'un
ensemble E

La différence symétrique de A et B c’est 'ensemble

Qu'on note : AAB tel que : AAB=(A-B)U(B—-A)
1)Monter que : AAB=(AUB)—(ANB)
2)Monter que : AAB = AAB
3)Monter que : VC e P(E) : AAB=AAC < B=C
Solution : 1)
AAB =(A-B)U(B-A)=(AnB)u(BNA)
=[(Am§)u B}m[(AmE)uZ]
=(AuB)m(Bu§)m(AuK)m(§uﬂ)
=(AUB)NENEN(ANB)
=(AUB)N(ANB)=(AUB)-(ANB)
2)Monter que :
Mﬁz(ﬂ—g)u(g—Z)z(z\m B)u(gmA)
—(A-B)U(B—A)=AAB
3)soit C e P(E)
eSiona : B=C alors AAB=AAC
e Supposons que : AAB = AAC et montrons que
B=C?
v' Soit X € B montrons que xeC ?

Si xeA:
(xeAet XxeB)=>=xeAnB=x¢ AAB=x¢ AAC
(Car AAB = AAC)

=>Xe AnC=xeC
Donc AnBc=C(1)
Si xg A:
(XgAet XeB)=>xeB-A=xc AAB=xc AAC
(Car AAB=AAC)

=>XxeC-A=xeC
Donc KchC(Z)
De (1) et (2) en deduit que : (An B)U(Z\m B)cC

Et puisque : (AN B)u(z\m B)z(Auz\)mBz ENB=B

Alors B C

De méme on montre que : C < B
Donc: AAB=AAC=B=C
Finalement: AAB=AAC < B=C
Exercicel4 :Soit 'ensemble :

E={(xy)eR?/x2+xy—2y2+5=0}

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

1) a)vérifier que :
V(X y)eR2:x2+xy—2y2=(x—y)(x+2y)

b) Ecrire en extension I'ensemble E N 7.2

2 _ —t2 __
c)montrerque:E:{(2t 5;t SJ/tER*}

3t 3t
4) Ecrire en compréhension les ensembles suivants :
1 11
A={0;1,4;9;16;..} etB=<-L=;—=;=..
2 34

C={.;5-2L47..}

Solution : 1) a)

V(X y)eR2:(x—y)(X+2y)=X2+2xy —xy —2y?
= X2+ Xy —2Yy?

b) (X;y)eENZ2<(X;y)€E et (x;y)eZ?
< (x—y)(x+2y)=-5 et (x;y)eZ?

o (1Y) X-y=-5 ou X-y=5 ou x-y=-1 ou x-y=1
x+2y=1 X+2y=-1 X+2y=5 X+2y=-5

Donc : EnZ2={(-3;2);(3,-2);(1;2);(-%-2)}
X—y=t

c) (xy)eE - 2y)=-5 5:teR’
) (xy)eEe(x-y)(x+2y)=-5c X+2y:T5 €

2 _ _t2 _
@(XzZt 5ety: t SJZtER*
3t 3t

2t2-5 —t2-5
(X : /teR"
( y)e{[ A" j ) }
2 __ _t2 _
Donc: E = (Zt 5; t SJItER*
3t 3t

4) A:{kZ;k eN} etB={%;keN*}

C={1+3n;neZ}

Exercicel5 :soient E et F deux ensembles et A et
B deux parties respectives de E et F

1)déterminer le complémentaire de AxF dans ExF
2)déterminer le complémentaire de ExF dans

ExF

3)déterminer le complémentaire de AxB dans ExF
Solution : 1) le complémentaire de Ax B dans

ExF senote: C&¢ ou AxB
(X;y)e AxF < (X;y) & AxF < x & Aouy ¢ F
< xehMouyeF < (xy)e AxF ouyeF

I~
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= (X; y) e AxF Car: y ¢ F donne 'ensemble vide

Donc : AxF = AxF
(x;y)eExB< (X y)2 ExB < x¢ Eouy ¢ B

< xeEouyeB < (Xy)eExB ou xgE
< (xy)e ExB Car: X¢E donne I'ensemble vide

Donc : ExB=ExB
3) (x;y)e AxB < (xy) e AxB < x ¢ Aouy ¢ B

< xe Aouy € B> (X y)e AxF ou (X;y) e ExB
@(x;y)e(ﬂx F)u(ExE)

Donc : Asz(Zx F)U(EXE)

Exercicel? : soient 'ensemble :
L={(xy)eR2/x2+y2<1}

Monter qu’il n’existe pas deux parties AetB de R
telsque: L=AxB

Solution : On suppose: qu'il existe deux parties A et
B de R telsque: L=AxB

Ona: (L0)eL et(0;1)elL

Donc:leAetleB car L=AxB

Donc : (L1)e AxB cad (L1)elL

Donc contradiction car : 12+12>1

Conclusion il n’existe pas deux parties AetB de R

telsque: L=AxB
Exercicel8 : Soient les ensembles :

1
H=yeR/y= xelR
{y y JIx2+1 }
1
G=<yeR/y=———:xeR
{y Y 1+/x2+1 }

1- montrer que : H =]0,1].
a- Considérer un élément y, e H

et montrer que Yy, €]0,1]
b- Considérer un élément Yy, €]0,1]
et montrer que Y, € H

2- Monter que G c H

3- Est-ceque G=H ?

Solution :

1- a- soit un élément Yy, € H montrons que Yy, €]0,1] ?

1

X2 +1

YoeH=3x,eR/y, =
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Ona X220= x,2+1>1

=%+l <1= Y,€]0,1] Donc :

X2 +1
H c]O;l] 1)
b- Considérer un élément Y, €]0,1]

et montrons que y,eH ?

1
e (01 3?2x, eR/ Yy, = ——
Yo ] ] 0 Yo m
Yo = L S Y2 = L @X02=i_1
X,2+1 X2+1 Yo?

Or: y, €]0;1] donc 0<y, <1 donc %—120
0

, 1
Donc : il suffit de prendre : X, = —2—1 Donc: Y, € H
Yo

Donc: [0;1] = H (2)
De : (1) et (2) en deduit que : H =]0;1]

2- montrons que G ¢ H ??
Montrons que : G < ]0;1] ?

soit un élément Yy, € G montrons que Yy, €]0,1] ?
1

1+ %2 +1

Ona X,220= x,2+1>1

YoeG=3x, eR/y, =

A

= JX%2+121= x02+1+122:>0<;_131
1+x2+1 2

Donc :y,€]0,1] Donc: G c H
3)supposons : G = H
OnaleH=1eG

1

1+ %2 +1
= I, e R/1+ %2 +1=1=3x, e R/ [x,2+1=0
= 3%, e R/ X,2=-1 absurde donc: H #G

=3I, eR/1=

Exercicel9 : soit a un nombre réel on considére les
deux ensembles suivants :

E={xeZ/|x+1]<3} et F={xeZ/[2x—a|<4}
1) Ecrire E en extension

2) déterminer les valeurs possibles de a pour
lesquelles ENF =&

3) déterminer les valeurs possibles de a pour
lesquelles NNF =&

[&)]
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4) déterminer les valeurs possibles de a pour

lesquelles F =N
Solution : 1) il est aisé de voir que :

E={-4,-3-2-1,0,12}

2)
F={xeZl-4<2x-a<4}={xeZ/2x-4<a<2x+4}
Donc : C; ={xeZ/2x-4>aoua>2x+4}

ENF=0<EcC] < VxeE;xeC}

S VVXxeE:2x—4>-aoua>2x+4
< Vx e E;ae |00, 2x— 4] U [2X + 4;+00]

& ae \(Jroo 2x =4[ U]2x+4; 4] )

xeE

Puisque : E ={-4;-3,-2;-1;0;1;2} on obtient :
ENF =0 ae(]-w2(-4)-4 U]2x2+4 -+ )
< ae (] -12[ U8+ )

3)ona: F={xeZ/2x-4>aoua > 2x+4} donc
Nous pouvons écrire :

NnF =®<:>NCE<:>VX€N;XGE

< VxeN;a e |-o0;2x— 4] U [2x+ 4;+00]

Sae m(]—oo; 2x—4[U]2x+4; +oo[) < ae -4

xeN

3)ona: FZ{XEZ/—2+%SXS2+%}dOnC
a a
FCN<:>F=[VXE{XEZ/—2+ESXSZ-i—E}j;XEN

<:>—1<—2+%<:>—2<—4+a<:>2<a

Exercice20 : on considere dans Z les deux parties
suivantes :

2 _
Az{XeZ/weZ} et B={XeZ/X+1OEZ}

2x-1 X-5
Xx+10 15
1)a) montrer que (VXeZ—-{5})——=1+—
)a) que ( ) =1
4x2-4x+1
1)b) montrer que (VXEZ)X—XJFO:ZX—HL
2x-1 2x-1

2) déterminer: A ; B; A-B;B-A et AAB en
extension
3)on admet que I'opération est associative dans

I'ensembles des parties de Z : P(Z)
Résoudre dans P(Z) I’équation : AAX =B

Solution : 1) a) il est aisé de voir que :
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Xx+10 15
=1+—
X-5 X-5
1) b) il est aisé aussi de voir que
9 _ (=149 4e-ax+10
2x-1 2x-1 2x-1
2) détermination de : A ?
2 _
Ona: Az{XeZ/—“ 4x+10 EZ} et
2x-1
2 _
4x 4x+10:2X_1+ 9
2x-1 2x-1
4x2—4x+10E
2x-1

(VxeZ-{5})

(VxeZ)2x-1+

(VXEZ)ZX—leZ et

En deduit que : (VXeZ) ; Xxe Ao Z

el e 7, < 2x-1divise9

2x-1 2x-1
2x-1e{-9,-3-11;3,9} & 2xe {-8,-2,0;2;4,10}
& xe{-4-10125} donc: A={-4-10,12;5)
déterminationde : B ?

soit X € Z de fagon analogue nous pouvons écrire :
X € B << x = 5etx —b5divisel5

< x-5e{-15,-5-3-11,3,5,15}

< x€{-10;0;2;4;6;8;10;20} donc :

B ={-10;0;2;4;6;8,10;20}

détermination de : A-B;B-A et AAB ?
A-B={-4,-1,0;1;2;5-{-10;0;24;6;8,10; 20} = {-4;-1;1;5}
A-B={-10;0;2;4;6;8,10; 20} - {-4,-1,0;1, 2,5} = {-10;4;6;8;10; 20}
AAB =(A-B)U(A-B)={-10;4;6;8;10;20;—4;,-1,1,5}
3)Résolution dans P(Z) de I'équation : AAX =B

On trouve : X ={-10;4;6;8;10;20,~4;-1,1,5}

Exercice21 :Soient les ensembles :
E={(xy)eR2/x>—xy-2y2=0}
F={(xy)eR?/x+y=0}

1) montrerque : F c E

2)déterminer y de Rtelque: (Ly)eE ;estce que

& 2x-1+

onaEcF ?

3) montrer que : E=F WG ou G estun ensemble a
déterminer

4) Soient les ensembles :

Az{(x; y)eR2/y=x+l+\/x2+1=O}
Bz{(x; y)eR2/y=x+l—\/x2+1=0}

a) montrerque: H=AuUB

[o)]
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b) déterminer: HNF
Solution : 1) montronsque : FcE ?

Ona:(xy)eFox+y=0cy=—x

= X2—xy—2y?=y2+y2-2y?=0 =(x;y)€E
Donc: FcE

2) (Ly)eE=l-y-2y?=0<(1+y)(1-2y)=0

Jer

)2 F et(xy)eE

< y=1lou y:%

Donc: (1;%} € E ou (1;

Donc: 3(x;y) e R?/ (x;
Donc: Ez F
3) (xy)eE e x2—xy—2y2=0c X2 2xy + Xy —2y2=0

< N[k

S X24xy—2xy —2y?=0< X(X+y)-2y(x+y)=0

& (x+y)(x-2y)=0=x+y=0 ou x-2y=0

< (xy)eF ou (xy)eG

Avec: G={(x;y)eR?/x-2y =0}

Donc : V(xy)eR? (x;y)eE< (xy)eF ou (xy)eG

Donc: E=FuUG

4) a)(x;y)eH < y2-2y(x+1)+2x=0

<:>y2—2y(x+l)+(x+1)2—(x+1)2+2x:0

<:>[y—(x+1)]2:(x+1)2—2x<:>[y—(x+1)]2:x2+1

<:>y:x+1+\/m ou <:>y:x+1—\/m

<(xy)eAou(xy)eB Donc: H=AUB

4)b)(x;y)eHNF < (xy)eH ou (xy)eF

S X2-2xy+2x-2y=0 et x=-y

<:>{x2+2x2+2x+2x:0<:>{3x2+4x:0<:>{x(3x+4):0
X=-Yy X=-Yy X=-y

4
X =00ux =——
Pt 3&
{xy

4 4
X=0ety=00u x=——ety=—
y =0ou 3 y 3
Donc: (x;y)eHNF @(x;y)e{(O;O);(_

)
1nr-foo-24)|

Exercice22 :Soient A ; B ; C des parties d’un
ensemble E
1)a)déterminer une condition suffisante de

lexistence de X dans P(E) telque: AUX =B

w| >
W
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b)résoudre dans P(E) I'équation : AUX =B

2) on suppose que CcAcB

AuX =B
AnX=C
Solution : 1)siona: AuX =B alors: XcB et AcB
Donc une condition suffisante de I'existence de X
dans P(E) tel que : AUX =B est AcB

résoudre dans P(E) le systéeme : {

b)résolution dans P(E) I'équation : AUX =B

AUX =B=(A-B)n(AuX)=(B-A)nB
<[(B-A)NA]JU[(B-A)NX |=B-A

©@U[(B-A)NX |=B-A
@(B—A)ﬂx=B—A©B—ACX:>B—ACXCB
Inversement :

VX eP(E) telque: B-Cc X B estsolution de

l'équation: AUX =B
Etona: (B-A)UA=B (B-A)nA=J
Donc: AuX=B< X :(B—A)UY Y e P(E)
L’ensemble des solutions de I'équation est :
S={(B-A)UY;Y eP(E)}
2) CcAcB
AUX =B X =(B-A)UY /Y eP(E)
{AmX:C© An[(B-A)LY |=C
X =(B-A)UY /Y eP(E)
[An(B-A)Ju[ANY]=C
et puisque AN(B—A)=T et AnY =Y car Y c A
alors: X =(B-A)uC
L’ensemble des solutions de I'équation est :
S={(B-A)ucC}

Exercice23 : soit les 2 applications :
f:Z—->R g:Z—>R

ne— (—1)n mesin(%m;zj

Est-ceque f =g ?

et

Solution :que deux applications f et g ont le méme
ensemble de départ Z et le méme ensemble
d’arrivée R etona:

g(n)=sin(%+ nnjzcos(nn):(—l)" = f(n)
Donc: f =g
f:R" >R"

Exercice24 :soit I'application :

X = X +/%

I~
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f est-elle injective ?

Solution : soient X, e R* et X, e R”
(%)= (%)= X +% =% +%
:(\/Z—\/Z)(\/Z+\/Z+l):0

= X~ =0 ou \fx +/x, +1=0

Or X +/%, +1%0= fx /X, =0
:\/Zz\/glezxz donc f est injective
g:R—>R

Exercice25: soit 'application :
X Xx2-1

g est-elle injective ?
Solution :ona: g(1)=g(-1)=0 mais 1--1

Donc g n’est pas injective

f:R-{2} >R
Exercice26 :1) 3x+1
X
X—2
Montrer que f est injective
5 g:R->R
X X2+4
h:N"—>Q
2) 11 1

N=>1+q—4+—+..+—
2 3 n

1- déterminer les images des entiers 1, 2, 3

2- Montrer que n > m = h(n) > h(m)

3- En déduire que h est injective.

f:R" > ]—00;3]
X 3—X?

g est-elle injective ?

Exercice27 : soit I'application :

f est-elle surjective de R"vers ]—oo; 3].
Solution : soient y € ]-;3]
Resolvons 'équation: f(x) =y
f(X)=y=3-x=yeox2=3-y
Or ye]-=;3] donc y<3 donc 0<3-y
< Xx=43-y car xeR”
Donc : (Vy € ]-0;3])3x € R")(f(x) = y)
Donc :f est surjective
f:R" >R
X 3-X%2

Exercice28 : soit I'application :

f est-elle surjective de R*vers R . ?
Solution : on remarque que :

VxeR" ona: f(X)S3

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

Donc par exemple I'équation: f (x) =4n’admet pas

de solution dans R" donc : f est non surjective
f:R-{2} >R

3x+1

X—2
a- f est-elle surjective de R/{2} vers R.
b- Modifier 'ensemble d’arrivé pour définir une
application surjective.
f 1R —[2;+0]
X X2—-2X+3
a- Montrer que la fonction g est surjective.
b- g est-elle injective ?

h:N" = QN[+

3) 11 1

N1+ —+—-+..+—
2 3 n

Exercice29 :1)
X >

2)

h est-elle surjective ?

. . I f:R—>R
Exercice30 : soit I'application :

X 2—-5x
f est-elle une bijection de Rvers R . ?
Solution : soient ye R

Resolvons 'équation : f(x) =y

f(x):y<:>2—5x:y<:>x=2;5y

Puisque 'équation f(x) = y admet une unique
solution dans R (vy € R)

Donc :f est une bijection de Rvers R.

f :[L;+o0] — [2;+00]

X X2—2X+3

1- Montrer que f est une bijection de [1,+[ vers
[2,+[.

2- Soit y un élément de [2,+[, déterminer (en
fonction de y) I'élément x dans [1,+=[ tel que f(x) =y
L’application qui lie I'élément y de [2,+=[, a 'élément
unique x de [1,+[ et solution de I'équation f(x) =y
s’appelle : la bijection réciproque de la bijection f et
se note : f-1

Exercice31 :

f 2 1 -+oo[ — 05400
Exercice32 : soit I'application :

X —
x-1

Montrer que f est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque.
Solution soient y € ]0;+o0

Resolvons 'équation : f(x) = y

100
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2 2
f X)= —_—= X_].:—
{ () y &ax-1 y & y @ng-l-l
Xe ]1’ +°O[ Xe ]1; +oo[ X e ]1; -|-oo[ y

(Vye]0;+o0[) @!x € [L+00]) (F(x) = ¥)

Donc :f est une bijection de [1;+oo[ vers ]0; +oof

{f(x):y c}{fl(y):x
Xe]ﬁL‘ +oo[ ye]O; +oo[

) f = :]0; +o0[ — L5 +o0[
Vye]0;+oo[ f'l(y):—+l Donc: 2

y X —+1
X

Exercice33 :Déterminer la fonction réciproque de la
f 1 +oo[ = [ 25490
X X2—2X+3

Exercice34 :Soit la fonction g définie par :
g:R—>R

fonction

X

1+ x?
Montrer que g est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque.
f:R>R

X 2X2—X

Exercice35 :Soit

1- Montrer que Vxe[-L1] f(x)e [1—2;3}

2- Montrer que : Yy e [1—2;3} I e[-L1]/ (f(x) = y)
on dit que I'mage de l'intervalle [-1;1] par
I'application f est l'intervalle [%;3} et on écrit :
-3
f(|-L1f)=|—:3
(21)-| 1272

h:R2—> R
Exercice36 : Soit ,
(x:y)

X2+y2
1- Déterminer les couples (x,y) qui vérifient

h((x,y)) =1
2- Représenter dans le plan muni d’'un repére
orthonormé les points M (x, y) qui vérifient

h((x, ) = 1.

f:R-{-1} >R
Exercice37 :soit 'application : 3x_1
X >
x+1
4

1) Montrer que : Vxe R—{-1} f (x):3—m

Prof/ATMANI NAJIB
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2)Déterminer : f (K) avec K =]-o0;—]]
Solution : 1) Vxe R—{-1} :

4  3x+3-4 3x—1_

3— = = =
X+1 X+1 X+1

f(x)

2) XEK<:>X<—1<:>X+1<O<:>—i>-O
X+1

@S—Xiﬂ>3<:> g(X)e]3;+00[ donc f (K)=]3;+00[

Exercice38 : soit I'application : f:R->R
X > X2
Déterminer : f*(B) avec B=[-14]

Solution :
f*(B)={xeR/f(x)eB}={xeR/-1< f(x)<4]
={xeR/-1<x2<4}={xeR/0<x2<4}
={xeR/-2<x<2}=[-2;2]donc f*(B)=[-2;2]

Exercice39 :soit I'application : F:R—R
X = COS X
Déterminer : f (D) avec D =]1;2]

Solution :
f*(D)={xeR/f(x)eD}={xeR/1< f(x)<2]
={xeR/1<cosx<2} = car

VXxeR/-1<cosx<1 donc f’l(D) =0
Exercice40 :

Soitg:R—>R
4 : _ -1([1-
X déterminer f-1(11,2]) f*([12])
Exercice4l :Soit I'application :
f:-Ro>R

Ecrire I'expression de f sur [-1,1
X > 31— X7+ x P fsuri=1.1]

Exercice4?2 : Soit 'application
g:R —{1} —->R
3x+1
x—1
1- g est-elle bijective ?
2- A partir de g, définir une bijection de R dans R
f:R>R

X \/x2—2x+1

Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ]—oo;l]

Exercice43 :soit I'application :

Solution : f(x)=\/x2—2x+1:\/(x—1)2 =|x-1
Si xe]-o;1] alors: f(x)=—(x-1)=-x+1

[{e]
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Donc : la restriction de f sur lintervalle |—o0;1] est
g:]-01] >R
X —Xx+1

I'application

_ L f:R>R
Exercice44 :soit I'application : N 2x—|x|+3
Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ]—oo;O]
Solution : f (x)=2x—|x|+3
Si xe]-o;0] alors : f(x)=2x+Xx+3=3x+3
Donc : la restriction de f sur l'intervalle ]—oo;O] est
g:]-»;0] >R
X 3X+3
Exercice45 : soit les applications :

f:R* >R  9:R->R
et
xr—>2|x|—x

I'application

X X
Est-ce que g est un prolongement de f ?
Solution : g(x)=2|x|]-x=x Si xeR" et R* =R
Donc : g est un prolongement de f sur R
Exercice46 : 1) Montrer que :
(Vx € R)(Vm € Z)(E(m + x) = m + E(x)).
2) Veérifier par un contre-exemple que :

E(x +y) # E(x) + E(y)
h:R—>R
X E(3x+1)+x

1- Veérifier que h n’est pas injective.

3) Soit I'application

. 1
2- Donner la restriction de h sur l'intervalle [O;g[ )

3- Déterminer : h™ {4} et h™{2}; h est-elle

surjective ?.
Exercice4? : Soient les deux applications :
f:R-{0} >R g:R-{l} >R
et X
X — X —
X? x—1

1- Determiner f(g(3)) ; f(g(=1)) 9(f(3))
2- Donner la condition sur x pour que le réel g(f(x))

existe.

3- Donner la condition sur x pour que le réel f(g(x))
existe.

4- Déterminer les application fog et gof.

1
h:R" —> {Z;m{
Exercice48 : soit I'application : .
X X+X+—
4

Prof/ATMANI NAJIB

1)Ecrire I'application h comme La composée de deux
applicationsfetg: h=go f

2)a)Montrer que f est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque

b) Montrer que g est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque

c) en déduire que h est une bijection de R dans

1 : G
[Z;ﬂ{ et déterminer sa bijection réciproque

2
Solution : 1)h(x)=x+\/;+%: X_(&+%j

Donc: h=gof avec:
1

f:R+—>[—;+oo{ 11 1.

2 et g: E’+OO —> Z,+OO
1

X X+E X X2

2)a) f est une bijection en effet :
1
soient y {E;H’O[

Resolvons 'équation : f(x) =y

f(x):y<:>\/§+%=y<:>\/_=2yT_l

1 _ 2
Or YG{E;M{ donc 2y—-1>0 donc X:(Zyle

2
donc X = (y —%} Puisque 'équation f(x) = y admet
une unique solution

donc :f est une bijection de R" vers l:%;+oo[ et

f‘l:B;jLoo[—ﬂR+

1 2
oo (x-1 )
2

2)b) g est une bijection de [%;+oo|: vers [%;+oo{ en

S Y SO
et:g 14’ 4’
X > X

c) h est la composée de deux bijections f et g

1
donc h est une bijection de R"dans {Z;ﬂo{

EtVxeR":

(0=(9- 1) ()= 25 (0= 16" (0)=( V53
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Donc : la bijection réciproque h™ de h est
h™ :‘:l;-‘rw‘: > R"
4

2

X (J’-lj
2
Exercice49 : soient les applications :
fo]L+oo] > 1 +oo[ g: L +oof - ]1' +oo]

2 J_+1
Ix-1 |\ -1

1)Déterminer : f ([2;4]) et g7*({9})

X1+

2)Montrer que f est une bijection de ]1;+oo[ dans
J1;+oo[ et déterminer sa bijection réciproque
3)a)vérifier que : Vx e JL;+o0[ 1 g (x)=( f (x))2
3)b)en déduire que : g est une bijection de [1;+oof

dans ]1; +oo[ et déterminer sa bijection réciproque
Solution : 1)

F([24))={f (x)/ xe[24]}={1(
={F(x)/V2-1< - 1<1={f /1< <% 1}
22]

={1(x)/3< f (x
Donc : f([2;4[)=}3;3+2[}

9 ({19))={xe Lol 9(x) {}} = {xe ]l 1 9(x)=9]
07 ({9))={x-1x=2f={4]

2)montrons que f est injective ?
soient X, e]l' +oo[ et X, € JL;+oo

f(x)="f :>1+\/_ . \/x_zz—l
=Pl -1 =, =% =X

donc f est injective
Montrons que f est surjective ?

el y= 1 (9 x= 2]

/2<x<4}

2
Etona: (y—-l_l] _1:(y_+1_1}(y_+1+1]: 4y i
y-1 y-1 y-1 (y-1)

2
Donc : VY € [1;+oo (%) >~1 donc :

Prof/ATMANI NAJIB

(Vy elt +oo[)(EIx els +oo[)/ X :(y—sz et y=f(x)

Donc : que f est surjective de [1;+oo[ dans [1;+oo

Détermination de sa bijection réciproque ?

f(y)=x fr(x)=y X+1
{ye]l - {ye]1;+00[ = ( —J
]

f 0 oo o J1;+00]

Donc: (XH_T
X | —=

x-=1

3)a)vérifier que : Vx € J1;+oo[ :

(100 =[0 2] =00

3)b)ona: g=hof avec h(x)=x*Vxe [L;+o[:
Et puisque les applications f et h sont des bijections

de ]1; +oo[ dans]l; +oo[ alors g =ho f est une bijection

de ]1; +oo[ dans ]1; +oo[

etona:
6 (0= 1) ()= (g
)2 o0

Exercice50 :Soient les ensembles :
E={X€]—7Z';27Z'[/tanx=\/§IX€R}

F:{Xe]—ﬂ';Zﬂ'[/X:%-i-kﬂ':kEZ}

G={X€]—7[;27[[/X=£+Kﬂ':k€Z}
6 2

§_)2F. .. 2n .57
3 3 6 3 6 3
Vérifierque: SCE et ECS etque E=S et E=G

i V3 14
Vérifier que: § n‘est pas un élément de E et que

ExF
Exercice51 :Soient A={5n+8/neN} et
8n-1
B={2n+4/neN}
2n-1
1- Est ce que: 17 cA? EeB? EeB?
3 25 37

6
2- montrer quegest un élément commun entre 4 et B.

Exercice52 :Soit la fonction f définie par :
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f:R—>R

X =
1+ x2

A={xeE/xeA}

1-Montrer que chaque élément de R a une image.
2- l'implication suivante est-elle vraie :

(P) (a#b)= (f(a) # f(b)).
3-Montrer que (Vx € R) f (x) € {_?1%}

-11
4- Montrer que (Vy € {75} (5|X € R)( f (X) = Y)

Exerciceb53 Soient les deux applications suivantes :

f:N>Z . g:N->Z
n € n.si.n.pair
N (-1) xn nH{ e
—n.si.n.impair

Vérifier que (vVn € N)(f(n) = g(n))
C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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