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|. GENERALITES:
A. Application :
a. Activité :
e On considére les ensembles E={1,2,3,4} et F={11,12,13,14,15} .
e On considére la relation f (ou g) qui associe élément de E par un élément de F voir figures
CasN°1 Cas N° 2 pi

E_9 _F e _ft _F

S/
5

f est une application de E vers F

g n'est pas une application de E vers F

Que remarquez vous ?

b. Vocabulaire :
La relation f est appelée application de E vers F on notefougouh.
L’ensemble E est appelé ensemble de départ ( ou de source)
L’ensemble F est appelé ensemble d’arrivé ( ou de but)
Elément de E on le note par X et on ’appelle antécédent .
Elément de Fon le note par y et on I’appelle image .

e  L’application f qui associe X par y pour celaon note f(x)=y .
e Onrésume ce quiprécédepar: f:E—>F
xi—f(x)=y
c. Définition :
Soient E et F deux ensembles non vides .
Toute relation f qui associe chaque élément x de E par un et un seul élément y de F est appelée
f:E->F

x—f(x)=y ouencore f :E—>F

application de E vers F, on la note par :

d. Remarque :
e Toute fonction est une application de son ensemble de définition D, vers R .

e Toute application f : E— Fest une fonctionde f :E—>F .
e Si F=E ondit que f est une application dans E .
e Soient f et g deux applications tel que :

f:E->F g:E'>F cales s | E=E' A F=F
X (x)=y et XHg(X)=ysontegaessmtseuementVXEE:f(X)zg(X)
Onnote f =g

e. Applications :
f:Z—>N

< On considére I’application : ni—f(n)=|n|
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3. Est-ce que Iimplication f(n) =f (n ') =>nN=n" est vraie ?
f: N oSN
(n,m)l—)f((n,m))znxm

R/

< On considére I’application :

f((n,m)):f((n',m')):(n=n' et m=m") est vraie ?

f:R>R g:R>R

«» On considére les deux applications :
PP x> g(x)=x*-1

xr—>f(x)=x2+1

o

D. L’image directe d’une partie A de ’ensemble de départ - L’image réciproque d’une partie B de
I’ensemble d’arrivé .
a. Activité : on considére I’ applications suivante :

1. déterminer la partie B de F tel que ses élémentssont : 2. déterminer la partie C de E tel que ses éléments
les images des éléments de A sont : les antécédents des éléments de B

1éterminer I'ensemble B dont ses éléments sont :
les images des éléments de la partie A de E

déterminer I'ensemble C dont ses éléments sont :
les antécedents des éléments de la partie B de F

b. Réponse :

I'ensemble B dont ses éléments sont les images : I'ensemble C dont ses éléments sont les antécédents des élé its:
des éléments de la partie A,onnotef(A)=B de la partie Bde F,onnote Cparf'(B)=C
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¢. Vocabulaire :
1 la partie B ={12,13} est appelée I'image directe 2 la partie C= {2, 3,4,5, 6} est appelée I'image
de la partie A de I’ensemble de départ E réciproque de la partie B de ’ensemble d’arrivé E
etonnote: B=f(A) etonnote: C=f"(B)
etona f(A):{f(x)/xaA} etona: f_l(B)={XEE/f(X)GB}
d. Définitions :

e

f.

Définition 1 : (’image directe )
f : E— Fest une application et A est une partie de E (A c E) :
Les images des éléments de la partie A de E constitue une partie B de F est appelée image directe de A
et on note B=f(A) ou encore B=f(A)={f(X)/XGA}C F.

Dou: yef(A)eIxeA, y=f(X).

Définition 1 : (’image réciproque )
f : E— Fest une application et B est une partie de F (B c F) .
Les antécédents des éléments de la partie B de E constitue une partie C de E est appelée image
réciprogue deB ou encoref™ (B) = {x eE/f(X)e B} cE.

D’ou : Xef'l(B)Qf(X)e B.
Application :

f:No>N

n—f(n)=2n

Y/

« On considére ’application suivante :

f: NxN—>N
X=(a,b) > f(X)=f((ab))=a

% On considére I’application suivante :

""" v(ab)eN’ v(a'b’)eN : f((ab))=f((a"b"))=(ab)=(a"b).
Propriétes :
f : E > Fest une application
A et B deux parties d’un ensemble E (de départ) . C et D deux parties d’un ensemble F (d’arrivé

)1 AcB=f(A)cf(B).

2. f(AuB)=f(A)uUf(B).

3. f(AnB)cf(A)nf(B).

4. CeD=f*(C)cf?(D).

5. f1(CnD)=f*(C)nf*(D).
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6. f*(CuD)=f*(C)uf(D).
g. Demonstration :
1. Montrons que :AcB=f(A)c=f(B).

Ona AcB eton démontre que f(A) =f(B) .
soit y, ef(A)
Doy, ef(A)eIx, e Aly,=f(x,) (1)
Donc: (1)=>3x, €B/y, =f(x,) (car AcB).
Par suite : f(x,)ef(B) .
Conclusion : f(A)=f(B) .

2. Montrons que : f (AUB)=f(A)Uf(B).

e D’abord, on montre que : f(AU B)Cf(A)Uf(B) .
Soit y de f(AUB) doncil existe xe AUB tel que : y =f(x) .
D’oii: xe AUB=>(xeAetxeB)

:>(f(x)ef(A) et f(x)ef(B))
=y=Ff(x)ef(A)uf(B)
Conclusion 1 : f(Au B)cf(A)uf(B)

e Montronsque: f(A)Uf(B)=f(AUB).

Ona: AcAUB=f(A)cf(AUB) (dapres1).
BcAUB=f(B)c=f(AUB)

donc : f(A)Uf(B)=f(AUB)

Conclusion 2 : f(A)Uf(B)=f(AUB)

Conclusion : f(AUB)=f(A)Uf(B) .

3. Montrons que: f(ANB)=f(A)nf(B)

Soit y de f(AmB) donc il existe xe ANB tel que : y=f(x) :
xeANnB=>xeAetxeB

=f(x)ef(A) et f(x)ef(B)
=y=f(x)ef(A)nf(B)
Conclusion : f(Am B)cf(A)mf(B)
4. Montrons que :Cc D=f*(C)=f*(D).
soit : x de f*(C)
Xef‘l(C):f(X)eC
=f(x)eD ; (CcD)
=xef?(D)
Conclusion : f7(C)=f™(D).
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5. Montrons que: f(CnD)=f"(C)nf*(D)
e D’abord, on montre que : f™ (Cﬁ D) cf? (C)mf‘l(D)
AnBcA=f?(AnB)cf?(A)
"AnNBcB=f"(AnB)cf"(B)
« Montrons que : f*(C)nf™*(D)=f*(CnD)

soit x de f*(C)nf™*(D).

xef?(C)nf*(D)=>xef™(C) et xef™(D).

:>f(X)EC etf(x)eD

=f(x)eCnD

=xef*(CnD)

Do : f(C)nf*(D)=f*(CnD)

Conclusion : f*(CND)=f"(C)nf*(D) .

6. Montrons que: f*(CuD)=f"(C)uf™(D)
e D’abord, on montre que : ' (C)uf_l (D) cf?! (Cu D)
AcAUB=f?(A)cf?(AUB)
'BcAUB={"(B)cf"(AUB)

Conclusion 1:f*(A)uf™(B)=f™(AUB)
e Montrons que:f*(CuD)<=f™(C)uf™(D).

Soit x de f™(CuUD)

xef?(CuD)=f(x)eCuD

:>f(X)EC etf(x)eD

1°" cas f(x) eC

Donc : x e f™(C) eton sait que f*(C)=f*(C)uf*(D) .

21eme cas f(x) eD

Donc : Xef™(D) etonsait que f*(D)=f*(C)uf™(D) .

Pour les deux casona: xef™(C)uf™(D).

Par suite : f*(CUD) < f™(C)uf™(D).

Conclusion 2 : f*(CuD)<=f*(C)uf™(D)

Conclusion : f*(CuD)=f"(C)uf™(D)

Remarque : on peut démontrer que par les équivalences successives .

C. Restriction d’une fonction — prolongement d’une fonction :

f:R>R g: [0+ >R

XI—>f(X)=|X|—5X et x|_>f(x)=_4x'

Ona } donc: f(ANB)=f*(A)nf*(B) .

Ona } donc: f*(A)uf™*(B)cf*(AUB)

a. Activité : On considére les deux applications :

_1 = Simplifier I’expression de f(X) sur [O,+oo[
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Réponse pour la 2ime
Relations :

= [0,+oo[c]R.

= Vxe[0,40 , g(x)=F(x)
b. Vocabulaire :
e L’application g restreint & donner les images des x de [O,+oo[ ; pour cela I’application g est appelé

restriction de f sur [0,+oo[ .
e Dapplication f est appelé prolongement de g sur R . ( f continue & donner les images x de ]—oo,O[

car g est définie juste sur [0,+oo[ ).

c. définition 1 :
f : E > Fest une application et B est une partie de F (B c F) .
Toute application g tel que :
1. Ensemble de départ est une partie Ade E ( AcE).
2. VxeA:g(x)=F(x) .
g:A(AcE)>F
I’application g est appelée restriction de f sur A . donc:
x> g(x)=f(x)
d. définition 2 :
f : E > Fest une application et B est un ensemble tel que Ec B.
Toute application h tel que :
3. Ensemble de departest B avec (Ec<B).
4. VxeE, h(x)=f(x).
xe E, h(x)=f(x)
I’application h est appelée prolongement de f sur B . donc : .
xeB\E , h(x)=h(x)
e. Remarqgue : prolongement n’est pas unique
f. Application :

f:Ro>R g:[0,+oo[—)]R

% On considére les deux applications : i f (x) _ |x| _Bx et i f (X) _ _ax

f:[-L+[ >R g: [0+ >R

% On considere les applications :
x> f(x)=2x° X = f(X) = —4x

g:R->R

avee: X > g(x)==2x"+2x°|[x +1]

Il. APPLICATION : INJECTIVE - SURJECTIVE — BIJECTIVE ET LA BIJECTION R2CIPROQUE :
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A. APPLICATION INJECTIVE
a. Définition :
f : E > Fest une application .
f est appelée application injective (ou f est une injection ) si et seulement si pour chaque élément y de
F a au plus un antécédent x de ’ensemble de départ E .
Ou encore : (f est injective ) <> (Vx, x'eE:f(x)=f(x)=>x= x')
b. exemple : On considére les deux applications suivantes :

|
I'application f est injective oui (O ou non O I'application g est injective oui O ounon O

f:RxRo> RxR

(xy)—f ((xy)) =(x,0)

c. Application : On considére ’applications :

B. APPLICATION SURJECTIVE :
a. Définition :
f : E— Fest une application .

f est appelée application surjective (ou f est une surjection ) si et seulement si pour chaque élément
yde F a au moins un antécédent x de I’ensemble de départ E .

Ou encore : (f est surjective ) < (Vy eF,IxeE :y=f (x))
a. exemple : On considére les deux applications suivantes :

E f F

11
12

— —x 13
*— -x 14
15

AN WN =

I'application f est surjective oui O ou non O I'application g est surjective oui O ou non O

b. Remarque :
e Pour démontrer que f est surjective , il suffit de démontrer

que ’équation X e E : f(x) =Y admet au moins une solution x
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dans E pour tout y de F. (Pl’inconnue est X mais y représente
les élémentsde F ).
o (festsurjective) < f(E)=F .

¢. Application :
f:R>R

x> f(x)=3|x|

% On considére I’application suivante :

g: [0,40] >R

2. Est-ce que g la restriction de f sur [0,+oo[ surjective tel que : ) ?
X g(x) = 3x|x+1|-3x

f :RxR—>RxR
< On considére I’application suivante : (xy) = f((xy))=(x0)

f:R>R
x> f(x)=x"-2x

Y/

« On considére ’application suivante :

C. APPLICATION BIJECTIVE L’APPLICATION RECIPROQUE :
a. Définition :
f : E > Fest une application .
= f est appelée application bijective ( ou f est une bijection ) si et seulement si pour chaque
élément yde F a un et un seul antécédent x de ’ensemble de départ E .

Ou encore : (f est bijective ) < (Vy eF,3IxeE :y=f (x)) .
= L’application gde F vers E qui associe a chaque élément y de F par I’unique élément X de
E tel que f(x) =Y est appelée application réciproque de ’application f et on note g ="

b. Exemple : On consideére les deux applications suivantes :

I'application f est bijective oui O ou non O si f est bijective donner I'application réciproque f-'de f

b. Remarques:
= ( f estune application bijective ) <> ( f est injective et surjective ) .
= L’ application réciproque f™' s’écrit de la facon suivante :
f1:F>E f':FoE ( s le variabl liew d
ou encore : on utilise le variable x au lieude y .
y—fr(y)=x x> f7(x)
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C.

COMPOSEE DES APPLICATIONS :

a.

=

C.

~
APPLICATIONS >

= Relation entre f et ftest:
XxekE

= Pour démontrer que f est bijective , il suffit de démontrer que I’équation X € E : f(X) =y

admet une solution unique x dans E pour tout y de F. (I’inconnue est X mais y

représente les élémentsde F ).
Application :
f:R>R

x> (x)=3x-2

Y/

< On considere I’application suivante :

1. Estce que f est bijective ?

2. Si oui déterminer I’application réciproque ™ de ’application f .
pp proq pp

f:-R->R
** On considére ’application suivante :
PP x> f(x)=x*-2x

1. Estce que f est surjective ?
f:-R>R

«* On considére ’application suivante :
PP x> f(x)=x*-2x

Définition :
On considére les deux applications: f :E—>Fetg:F—>G .
L’application h: E — G définie par : VxeE : h(x)= g(f (x)) est appelée la composée de f et

g dans cet ordre , et on note par : gof .

h=gef:E>G
Donc :
X|—>h(x)=gof(x)=g(f(x))
Eclaircis:
gof
& ! \ G
) _
f(x) a(y)=9(f(x))
E—1 . F G
x_f—-y=f(x) fg—- z=g(y)=g(f(x))
x ki gof (x) =g (f(x))
Remarques :

= La composée de deux applications n’est pas toujours commutative : fog# gof (en général )

= La composée des applications est associative (fog)eoh="fo(geh)on peutécrire fogeoh
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TR H 3 ™
.

= f estune application bijective et f™ I’application réciproque de f ona:
1. VxeF 1 fof™(x)=x donc fof™ =Id. ( Id.application identique sur F).

2. VxeE :f* of(x) =X donc f~of = Id_ ( Id_application identique sur E).
3. Explication pour la derniére remarque :

E f N F —f_l—)E d v E f_l(f( )) f—l f Id
onc V/'x : X))=xouf of =
x> f(X)=y - f‘l(y)zf‘l(f(x))zx © -
' flof=Id, I
Fts E —F doncvx e F : fof~ (x) fof™=Id
oncVxeF :fof™(X)=Xou fof™ =
yp  fi(y)=x b f(x)=f(f‘1(y))=y ]
I fof 1oia, !
d. Application :
’ N  f:RoR 9:R->R
+ On considere les deux applications : X|—>f(x)=4x3—2x et X|—>g(x)= 22x
X +1
4. Déterminer : gof puis fog .
f:[0;2] > [0;2]
+ On considére ’application suivante : x|—>f(x)= ( \/E— \/;)z
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