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|, Rappe : N
L Coefficient directeur et vecteur directeur d’une droite : “:L'“i" 6T--- E""E“' ; 'B“.t'@“:a)"e
On considére la droite (AB) passant A(1,2) et B(3,6) . il SEE EEE Ch S SRR CRRE SR
. y, 62 T

e Le coefficient directeur est : m =28 YA _ =2 b Y A
Xg =X, 3-1 BT S IR H S R R

1y 1 RN A T

e Vecteur directeur est : u[ ]:u[ ] : P oo
m 2 DA V2 A

_ . ) /A S N S S

e Equation cartésienne de (AB) est de la forme o Ao+ 2 3 4 5!
b Aot den o

(AB) :y= m(x—x,)+y, Lo A

e (aussi (AB) y= m(X—XB)+yB . d’ou équation cartésienne de (AB)est (AB) y= 2(x—1)+2=2x
ouencore : (AB) :y= 2(x—3)+6=2x .

2. Vitesse moyenne :
e Lorsque lavitesse d parcourue par solide en mouvement est exprimée en fonction du temps t.

on a la distance d parcourue par ce solide a I’instant t est d (t) =f (t) .
e La vitesse moyenne c’est la vitesse du solide entre I’instant t, et t, est

A, _d(t)-d(t) _f(t.)-f(t)

At - t2_t1 - tz_tl

le:tlvtz:lz

e Exemple:
On suppose que la distance traverser par un solide en mouvement est exprimée en fonction du temps

t est d(t)="F(t)=10t" tel que dest exprimée en kmet ten h (heure) .

On calcule la vitesse moyenne du solide entre t, =1h et t, =2hona

Q-9 _1QH()_10-10_y; by

Vo[t t, =V, [L 2]=%:

. 2-1
Remarque :
% Les physiciens exprime les variation par A .
Exemple :

- les variances entre les abscisses X, et X, est AX =X, —X;.

- Les variations entre les ordonnées est y, =f (Xl) ety,=f (Xz) est Ay=y,-Yy,.

< Les petites variations sont exprimées par d.
Exemple :

- On considere X, =X, +hdonc Ax=het on considére h tends vers 0 dons ce cas on écrit dx au lieu de Ax .

8. Approche :
% Approchen°1:
» Un athlete parcours une distance de 5 km en 10 minutes . que représente la grandeur
30 km /h pour I’athléte ?

30 minutes était suffisante pour remplir un réservoir de volume 3 m®
que représente la grandeur 100 € /min ?
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» Une voiture a parcouru une distance de 200 km pendant deux heures .
que représente la grandeur 100 km /h.

> Une cartouche de chasse a parcourue une distance de 300 m une durée de 8.10™ s.
que représente la grandeur 375 m/ s ?
% Approchen°®2:

> Aprés 10 minutes de départ d’une course la vitesse d’un athléte était 35 km /h.
que représente la grandeur 35 km /h pour ’athléte ?

> Aprés 20 s de lancement de remplir un réservoir le débit était 80 £ /min .

> Le moment ou la voiture heurte ’arbre la vitesse de la voiture était 120 km /h .
que représente la grandeur 120 km /h pour la voiture ?

> La vitesse initiale de départ d’une cartouche balle de chasse était 600 m /s
que représente la grandeur 600 m /s pour la balle de chasse ?

> Le moment ou la balle heurte I’oie la vitesse de la balle était 300 m /s.
que représente la grandeur 300 m /s pour la balle de chasse ?

Il. Dérivabilité d’une fonction f au point A(Xo,f(x0 )) (au point d’abscisse X, ou bien le point X ) .

é Dérivabilité d’une fonction f au point X,
L. Activité :
La vitesse d’une voiture de course atteint pendant 10 secondes 360 km /h on suppose que
| "accélération est constante , ceci applique sur le conducteur une poussée horizontale égale son poids tel
que son mouvement varie uniformément est déterminé par la fonction horaire d, =f (t) =5t tel que t

représente la durée en seconde , d, =f (t) représente la distance en métre parcourue par la voiture apres

t seconde de départ . L 1

. . l 1 1 1 1 1 ] 1 1 ]
Le but est de calculer la vitesse de la voiture BSOS I FEUM A A R T SAPR R M S

apreés 3 secondes . R
1. Quelle est la distance parcourue par la voiture 1400"'“E“"i'“':“'"‘:“"i““:’“'*:““i““f""
apres 10 seconde ? 12004 == A == obem b e bk

2. Représenter graphiquement d, en fonction de t. A
f I S i S S A R A

3. Donner la formule qui donne V, [3,3+h] R
L0l S e e e e e ]

1 1 1 1 1 ] 1 1 )

la vitesse moyenne entre I’instant 3 et 3+h . i | i_ j i i_ j i i
- 600-----l----:----l ---l----:----l--- l----:----l----

4. Calculer la vitesse moyenne pour h dans [
le tableau suivant (en m/s) : 400'.'T'.".'.'.'“.T'.'
S S A R B A B A
6 N S N S S N S S I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

0,0001 0,001 0,01 0,1 1 h

5. D’aprés le tableau quelle est la valeur moyenne qui prend V_ quand hdevienne trés petit ?
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puis exprimer par des symboles .
6. Que représente ce grandeur en physique ?
7. Engénéral on prend X, au lieu de 3 donner I’écriture de ce grandeur .

8. Onpose : Xx=3+hécrire la limite précédente en utilisant la variable h.

L Vocabulaire et notation :

f(3+h)—f(3) f(x)-1(3)

= ¢ (ouencore Iin;— =€ est appelé la vitesse instantané de la
X—>

Le nombre lim
h—0 X—3

voiture a Pinstant t = 3 ce nombre s’appelle le nombre dérivé au point t=3 et on note £=Tf '(3) ou
df

encore £=—(3).
dx

(-1 _.(q)

On écrit Iimw =1"(3) ouencore lim
h—0 h x=»3  X—=

i Cas genéral :

=f"(x,) avec f'(X,) estun nombre réel .

. F(x,+h)—=f(x
e Onprend X, au lieu de 3 on obtient : Ihlrrg (% r: (%)

e Onpose: X=X,+h onobtient : X — X, au lieude h— 0 d’ou :

[ e [ TN [CO e (O I

h—0 h =% X=X,

e Silalimite est finie on dit que la fonction est dérivable en X, .
e Donner la définition d’une fonction dérivable au point X .
4, Définition :
f est une fonction définie sur un intervalle ouvert | contient X, (ou encore }(O —a, X, + a[ )

. f(xX)-f(x
f est dérivable au point X, < ImM:ZeR . (“mf(xﬁhg_f(xo):geug] onnote: £=f"(x

X=>Xg X=-= XO h—0

s’appelle le nombre dérivé de fen X;. (ouencore)

- f(x)-f(x
f est dérivable a droite de X, <& lim M=€d eR [ fim It =T(X) _, &
x>t X=X, h—0* h ¢
&. Remarque :
o V(t,) lavitesse instantanée a instant t, est €2
f
d(t,+h)-d(t
(en)-d() _,

V(t1)= IhI—IE (t1+h)—t1 = (tl) (a condition que la limite est finie ) . f(x) £ -------- M

» Ou encore le nombre dérivé en t, de la fonction d ( fonction f )

cad. V(t,)=d(t,)=f(t,)

[V S

Exemple : On suppose que la distance parcourue par un solide fxo)___ /A
en mouvement exprimée en fonction de t est d(t)=f(t)=10t" tel que |
X
0
denkmettenh (heure). AM)

On calcule la vitesse instantanée du solideen t, =1h,ona:
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limV, [t,,t, +h]=1limV, [1,1+h] = lim d(1+h)=d(1) _ ., FE+0)-(1)
h—0 h—0 h—0 (1+ h)__’]_ h—0 h

2_ 2
_jim10@+h) =10 o 10h°+20h |0 o0 oo
h—0 h h—0 h h—0
limV, [t,,t, +h]=1limV, [1,1+h] = lim d(1+h)-d() _,,F(+h)-f(1)
h—0 h—0 h—0 (1+ h)_]_ h—0 h

10(1+h)* =10 2
_lim0(+h) ~10 o107 +200 o 202 20
h—0 h h—0 h -0

h
Conclusion : la vitesse instantanée a I’instant t, =1h est V(tl) =20 k% .

i Interprétation géométrique du nombre dérivé — tangente a une courbe d’une fonction a un point :
L. Activité:

e A Xo et M X deux points de la courbe (C )
f(%,) f(x) -

e f estune fonction dérivable au point X, .
1. Donner le coefficient directeur et vecteur directeur de (AM) .
2. Quand x tend vers X, , quelle est la position de la droite (AM) ? déterminer le coefficient
directeur de cette position que I’on note (T) .
3. Donner I’équation réduite de (T) puis on déduit ’équation cartésienne de (T) .

2. Propriété :
f est une fonction dérivable au point X, .

(Cf) sa courbe représentative dans un repere (OT]) .
% Le nombre dérivé f'(X,) est le coefficient directeur de la droite tangente (T) a la courbe (Cf) de
au point A(Xo,f(xo)) (le point X, ).
< Equation cartésienne de la tangente (T) & la courbe (Cf) de f au point A(xo,f(xo)) est

(T):y=(x=%)F"(%)+f (%)

3. Exemple :

1. Trouver équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) de f au point
X, =1 avec f(x)=2x%.
L’équation est (T) 1y =(x—1)f "(1)+f(1) ou (T):y=(x-1)x4+2.

D’ou le coefficient directeur est m =4 et vecteur directeur est : G(l, 4) =1i+ 4]:

A partir du point A(l,f (1)) avec f(1)=2

e On construit le point B tel que AB = 1i et on construit le point C tel que BC = 4_]: .
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e D’0il la droite (AC) est la tangente (T) & (Cf) au point A

¢ Pour tracer la tangente il suffit de tracer un segment dans les extrémités
on met des fleches son milieu est A .

; Approximation affine d’une fonction dérivable en un point .
L Approximation affine d’une fonction f en un point a : c¢’est de trouver

une fonction affine g(x)=mx+pqui sera a peu prét-égale la fonction
f(x) au voisinage du point A(a,f (a)) ou encore f(X)~mx+p. On sait que au voisinage A(a,f (a))

la courbe (C]c ) et la tangente (T) a (C]c ) a ce point s’approche beaucoup .

(T)
la tangente au point A(a,f(a))

remarquez au M
voisinage du point A

|y = f(a)+(x-a)f '(a) ouy = f(a)*+hf '(a)
[ f(x)=f(a+h)

-------- ---1 fa)

«— la courbe de la fonction f

¢ On considére le point M(x,f(x)) de (Cf) la courbe de f, puis le point M '(X, y) de la tangente (T) de f au

point a.
Remarque :

e Au point A(a,f(a)) la courbe de f et la tangente (T) de f au point @ s’approche beaucoup
- Quant xtend vers a (c.a.d. on pose X=a+h avec h— 0 ) dans ce cas le point M tend vers M"; donc les
ordonnées de M et M s’approche de 1a méme valeur d’ou :f(a+ h) ~Y ou encoref (a+ h) ~f (a)+ hf '(a)
- Sion pose : Xx=a+h on obtient f(x) z(x—a)f '(a)+f(a) .
2. Définition :
f est une fonction dérivable au point a.
a fonction U tel que : u:x— f(a)+(x—a)f'(a) (ouencore (x—a=h); v :h—f(a)+hf(a) )es

pelée la fonction affine tangente a la fonction f au point a.
uand X est trés proche de a le nombre f(a)+(x—a)f '(a) est un e approximation affine de f(x) au

isinage de a on écrit : f(x) ~f(a) +(X—a)f '(a) .
u encore le nombre f(a)+hf'(a) est approximation affine de f(a-+h) au voisinage de zéro on écrit

a+h)~f(a)+hf'(a) avec x—a=h.
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3. Exemple :
< Exemplel:
1. Trouver une approximation affine du nombre f(1+h) avec f(x)=x* et a=1.
Correction :
f est une fonction dérivable au point 1 avec f'(1) =2 approximation affine de f(1+h) est:

f(1+h)~hf'(1)+f(1)~2h+1.

Conclusion : f(1+h)=(1+h)’ = 2h+1.

Application du résultat :

On prend h=0,001 d’out : f(1,001) =f(1+0,001)~ 2x0,001+1 donc f(1+0,001)~1,002.
On vérifie : f(1,001) = (1,001)" =1,002001 donc 1,002 ~ 1,002001.

Technique de calcule : (1+ h)2 avec htres proche de zéro on calcule 2h+1.
s Exemple 2:
1. Trouver une approximation affine du nombre W
Correction :

On pose f(x)=+/x et a=9 et h=0,002 d’our /9,002 = (9+0,002).

On calcule le nombre dérivéde f en9ona:
fim [N =@ FOO=FO) _ o vx=3 b3 _limX =%E]R

0 h o8 Xx—9 o8 X—9 HQM(&”) = (Vx+3)

. : — : 1
D’ou : f est dérivable au point 9 et le nombre dérivée en 9 est f*(9) = i

On trouve une approximation affine du nombre «/9,002 :

Ona: f(a+h)~f(a)+hf'(a) doir f(9+0,002) ~f(9)+0,002xf (9) .

Donc : f(9+0,002) = Jo+0, OOZX% par suite f(9+0,002) =~ 3,000333333.

On remarque que /9,002 =~ 3,000333333 la calculatrice donne : /9,002 ~ 3,000333315 d’ou la
précision est 3x107° .

4, Remarque :
fv Pour la fonction : f(x)=xet a=1ona: f(1+h)=(1+h)’ =1+2h .

Pour la fonction : f(X)=x3 et a=lona: f(1+ h)=(1+h)3 ~1+3h.

Pour la fonction : f(x)zx&et a=lona: f(1+h)=\/1+h z1+g.

\ Pour la fonction : f(x)=§et a=lona: f(1+h)=1+ihz1—h.

Il.  Dérivabilité a droite et gauche :

é Le nombre dérivée a droite — a gauche :
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L Activité :
f(x)=2x+1 ;X21.Calculer: Iim—f(x)_f(l) ; Iim—f(x)_f(l) .

f est une fonction définie par : )
f(x)=3x" ;x<1 - x—1 - X—1

2. Vocabulaire :
e On dit que f est dérivable a droite du point a=1 et le nombre dérivé a droitede 1est f ', (1) =2.
e On dit que f est une f dérivable a gauche du point a=1 et le nombre dérivé a gauche de 1 est f . (1) =6 .
e f n’est pas dérivable au point a=1 .
3. Définition :
f est une fonction définie sur 1 =[X0;X0 +a[ (adroite de X,) .

) -f(x .
f est dérivable a droite de X, < lim M=£d eR . (Iim @G 6% =t eR) 6 =1,(x,)

x=xt  X— X, h—s0* h
s’appelle le nombre dérivé a gauche de fen X .

f est une fonction définie sur |g = ] Xy—a; Xo] (agauche de X,) .

. f(x)-f(x .
f est dérivable & gauche de X, < lim Mﬂg eR . (Iim o +h)-T(x,) _, ERJ ¢, =1 (x)

X%~ X=X, h—>0~ h J

s’appelle le nombre dérivé a gauche de fen X .

4. Propriété :
f est une fonction définie sur un intervalle ouvert | contient X, .

f est une fonction dérivable au point X, si et seulement si :
st dérivable a droite de X, et f est dérivable a gauche de x, et f, '(Xo) =f; (xo) :
o). interpretation géométrique du nombre dérivé a droite et a gauche équation de deux demis tangentes :
f(x)=(x+3)+2 ;x>-2
f(x)=-(x+3)°+4 ;x<-2

» équation du demi tangente a droite de —2 est (Td) y= (X_Xo)fd '(XO)+f(XO) avec X=X, .

soit ona f ',(-2)=3et f ' (-2)=-2

« équation du demi tangente a gauche de —2 est (Tg) ry =(x=x,)f,"(%,)+f(x,) avec X<X, .

Demi tangente a droite Demi tangente a gauche Demi tangente en—2le pointA(—Z, 3)

______

5 €[

est un point anguleux
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=

. application :
f(x) =|x—3| «étudier la dérivabilité de f au point X, =3 .

Z demi tangente paralléle a ’axe des ordonnées :
exemple f(x) =, /(x+ 1)(x+2) .

< adroitede x,=1ona: limf(x)=f(1) et lim =

x—1t x—1*

1(9-1(1)__
x-1
donc (Cf) admet demi tangente verticale ( paralléle a ’axe des ordonnées ) a droite du point M (1,f (1))

% agauchede x,=-1ona: lim f(x)=f(-1)et lim =%=w. donc (C,) admet demi

x—=(-1)" x—)(—l)+

tangente verticale ( paralléle a I’axe des ordonnées ) & gauche du point M (—1,f (—1)) :

8. points anguleux : i _ Demi tangente en —2 . le point A(-2,3)
le cas ou les demis tangentes de méme point

A(X0 f (X0 )) n’ont pas méme support ( n’ont pas méme : T oot

coefficient directeur ), le point A(xo,f(xo)) est

appelé point anguleux .
Exemple 1 :le point A(—2,3) est un point anguleux .

X3

S

g

% Exemple 2 : le point A(Z,O) est un point anguleux .

I\, Dérivabilité sur un intervalle :
L. Unintervalle de la forme Ja,b[ ou de la forme [a,b[ .
Définition :
e f est une fonction dérivable sur | = ]a; b[ si et seulement si f est d dérivable en tout point X, de | .

e f est une fonction dérivable sur [a;b[ si et seulement si f est d dérivable sur | = ]a; b[ et f est dérivabl
droite du point a .

V. La fonction dérivée d’une fonction :
L. Définition :
W f est une fonction dérivable sur un intervalle | .
La fonction g qui relie chaque élément x de | par le nombre f'(X) s’appelle la fonction dérivée de f
onnote: g="f".

g:1->R
Ou encore s’appelle la fonction dérivée de f onnote: g=f" .
x>g(x)=f'(x) °* " ’
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L Activité :
Déterminer f' la fonction dérivée de f sur D, =R tel que f(x)=c ;(ceR)

8. Propriété :
est une fonction dérivable sur un intervalle | et f'sa fonction dérivée sur | .
a fonction constante f(x)=c ;(ce R) est dérivable sur I =R sa fonction dérivée sur 1 =R est

F*(x)=(c)'=0.

onction identique f(X) =X est dérivable sur I =R sa fonction dérivée sur 1 =R estf'(x)=(x)"=1.

onction constante f'(x) = (xz)' = 2X est dérivable sur I =R sa fonction dérivée sur | =R est
)= (xz)' = 2X.
onction f(x) =X est dérivable sur 1 =R sa fonction dérivée sur | =R est f (x) = (xg)' = 3x°.

onction f (x) =x" (n = N*)est dérivable sur I =R sa fonction dérivée sur I =R estf'(x) = (x”)' =nx
onction f(x) = % est dérivablesur I =R \{0} sa fonction dérivée sur | = R\{O} estf (x) = (%) =—

onction f(x) = \/; est dérivable sur | = ]O+oo[ sa fonction dérivée sur | = ]O+oo[ est
, , 1
f (X) = (&) = m .

V1.  Lafonction dérivée seconde — dérivée n™ d’ une fonction f .
L. Activité :
1. Donner f* lafonction dérivée de f(X)=x sur R .
2. Est-ce que f" est dérivable sur R ?

2. Vocabulaire :
e La dérivée de f' s’appelle la fonction dérivée deuxiéme de T ( dérivée seconde de f ). on note

(f()) =F"(x)=fO(x) .

o Silafonction f® est aussi dérivable sur | sa fonction dérivée (f(z))'(x) s’appelle la fonction dérivée

troisieme de f (ou encore la dérivée d’ordre 3) et on note (f(z))' =0

e En général : la dérivée d’ordre n de f est la fonction dérivée de T (X) (la dérivée de la fonction derivée
d’ordre n—1) eton note ™ (x) = (f(”‘l)) (x) .

8. Application :
1. Calculer f(x) pour f(x)=x° puis pour f(x)=x—12 .

VI Les opérations sur les fonctions dérivables :
L. Activité :
Soient f et g deux fonctions dérivables en X, .
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1. Est-ce que la fonction f +g est dérivable en x; ?
2. On suppose que la fonction fxg est dérivable sur un intervalle | et sa fonction dérivée vérifie

(fg)' (x)=F"(x)g(x)+f(x)g"(x) . on déduit que les fonctions suivantes

of et f> =fxf et > =f xf xf et ...f"sont dérivables sur | et déterminer leurs fonctions dérivées .
3. On suppose que la fonction g ne s’annule pas sur | (VXE ,g(x) # 0) , T et g sont dérivables sur I .

. 1 f - N . . (s
montrer que les fonctions — et — sont dérivables sur | , puis déterminer leurs fonctions derivées .
g g

2. Propriété :
Soient f et g deux fonctions dérivablessur | .ona:

o La fonction f +g est dérivablesur I et (f+g)'(x)=f "(x)+g "(X) .
o La fonction of est dérivablesur | et (af)’(x)=of *(x) avec aeR

e Lafonction fxg est dérivablesur I et (fx g)' (x)=Ff"(x)g(x)+f(x)g"(x) .

BB fonction = est dérivable sur 1 Vxe 1,g(x) #0 et [1] (x)=- 9'()
g

: 0*(x)
e La fonction f est dérivable sur I Vxel,g(x)=0et (i] (x) = f '(x)g(x)—f(x)g'(x) .
g 9 g%(x)

3. Application :
Calculer f* pour les fonctions suivantes :

1)f(x)=7;2) f(x)=x;3)f(x)=5x;4)f(x)=5x+7 ;5)f(x)=3x*+5x+7 .
V1. Dérivabilité des fonctions : polynomiales — rationnelles - g(x)=/f(x) et f"(x) et f (ax+D) .

A\. Dérivabilité des fonctions : polynomiales — rationnelles :

o

o Propriété:

Toute fonction polynomiale est dérivable sur son ensemble de définition D, =R et (ax”) =nax"'etneN

Toute fonction rationnelle est derivable sur son ensemble de définition D; .

wlen(En

B. Derivabilité de Ia fonction " (x) :

L. Propriété :
» f est une fonction dérivable sur un intervalle | .
a fonction f" avec ne N est dérivable sur | etona: (f”)' (x)=nf""*(x)f*(x) .

I pour tout xde | ; f(x)=0 on alafonction fp(x) avec peZ est dérivable sur | et

G (7) (0= (97 (x).

2. Exemple : Calculer : g'(x) pour g(x)=(—2x4+5x2+x—3)

7

Correction : g'(x) = [(—Zx4 +X— 3)7] "= 7(—2x4 +x—3)6(—2x4 +x—3)' = 7(—2x4 +x—3)6(—8x3 +1) :

-10 -
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C. Dérivabilité de la fonction de la forme f(ax+b) :
L. Propriété
f est une fonction dérivable sur unintervalle | , aet bde R . J est I’ensemble des réels x tel que
ax+bel .lafonction g: x> g(x)="F(ax+b) est dérivable sur J avec:
vxeld; g (x)=[f(ax+b)] =af (ax+b) .
2. Application :
On suppose que : (sin(x))':cos(x) calcule g(x)=sin(5x+3) .

D. Dérivabilité des fonctions de la forme f(x) .

-

Propriété :
f est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle | .

La fonction g(x)=/f(x) est dérivable sur un intervalle 1 avec VX e | :(,/f(x)) =

f1(x)

ZXW '

N_

Exemple : g(x)=+/x"+5x2+1 on calcule g*(x) .

' x6+5x2+1)' (65° +10x)
Ona: X =(x/x6+5x2+1)'= ( =
() 2xXE+5x2+1  2xx°+5x2+1

I X, Dérivabilité des fonctions trigonométriques :
L. Activité : On considere la fonction f (x)=cos(x) et g(x)=sin(x)

1. Montrer que les fonctions f et g sont derivablesen X, e R .

. - T
2. Montrer que la fonction g(x)=tan (x) est dérivable en X, tel que X# o+ kn ; keZ.

2. Propriété :
fv La fonction f(x) = cos(x) est dérivable sur R avec f *(x)=(cos(x))'=-sin(x).

La fonction f(X)= Sin(X) est dérivable sur R avec f '(x) =( sin(x))' =cos(x)

La fonction f(x)= tan(x) est dérivable sur R\{§+ kn ; ke Z} avec f'(x) = (tan(x)) = ou

2

COS™ X

& ncore f'(x) = (tan(x)) =1+tan®x
8. Conséquence :
. (cos(ax+ b))':— asin(ax+b) . (sin(ax+ b))':acos(ax+ b) . (tan(ax+ b))':a(1+tan2(ax+b)) .
4, Exemple:
f(X) = 33in(9x+ 3)—4c033(8x—1)+3tan6 (7X+3) on calcule f'(X) .Ona:

(f (x)) = (35in(9x+ 3)—4cos® (8x—1)+ 3tan® (7x+ 3))
= 3x9c0s (9x+3)—4x 3(cos(8x— 1))'cos2 (8x—1)+3x 6(tan(7x+ 3))'tan5 (7x+3)
= 27cos(9x+ 3)—12x8sin(8x—1)cos*(8x—1)+18x 7(1+ tan® (7x+ 3))tan5 (7x+3)
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X. Tableau des fonctions dérivées des fonctions usuelles :

Conclusion : f(x) = 27cos(9x+3) - 96sin(8x—1)cos’ (8x—1) +126(1+ tan’ (7x+3)) tan® (7x+3)

La fonction f

D, Domaine de définition de f

La fonction dérivée

D, Domaine de
définition de f*

f(x)=a D; =R f'(x)=0 D, =R
f(x)=x D; =R f'(x)=1 D,. =R
ﬁf =X"
(X)* X Df =R f'(X)=an_1 Df- =R
neN \{1}
neZ \{}«f(x)=x" D; =R f*(x)=nx"" D, =R’
F(x) =X D; =[0,+9] f-(x)=2i D, = 0,49
X
()= D, =R" ()= D, =R’
f(x)=sinx D =R f*(x)=cosx D, =R
f(x)=cosx D =R f*(x)=—sinx D, =R
f(x)=tanx X% = kK e Z f*(x)=1+tan’x X # = 4k
2

f(x)=4/9(x) xeD,/g(x)20 fl(x)_Zx—\/g(_x) xeD_./g(x)>0
f(x)=a D; =R f'(x)=0 D.=R
f(x)=x D; =R f'(x)=1 D, =R
éf =X"
()I;)\{i(} D; =R f*(x)=nx"" D,. =R
Ne
neZ \{}¢f(x)=x" D; =R f*(x)=nx"" D, =R’
XI. Operations sur les fonctions dérivées :
Addition (f +g)'=f +g° L’inverse (EJ = _g_'
g 9
f)' = af' '
multiplication (af) =a quotient fl_f'9-fg
(fg)'=f'g+fg’ g o
Puissance (fn)'=an'an_l . . AV
. fl'=—
(f (ax+b)) _ af*(ax+b) Racine carree (\[) Z«E
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XII. Applications de la fonction dérivée premiére :
Remarque :

e dans le reste de ce chapitre f est une fonction numérique de la variable réelle x.

° (Cf) est sa courbe représentative dans un repere orthonormé (OT]) .

A\. La monotonie d’une fonction et le signe de sa fonction dérivée .

Activité :

=

La figure ci-contre représente la courbe de la fonction : f(x)=x" .

1. Déterminer une relation entre la monotonie et la fonction

dérivée f' sur Pintervalle [O,+oo[ )

2. Déterminer une relation entre la monotonie et la fonction

dérivée f' sur Pintervalle ]—oo,O] )

o

Propriété :
f est une fonction dérivable sur un intervalle 1 .
o Si f est croissante sur | alors Vxel : f'(x)>0 .

o Si f est décroissante sur | alors Vxel : f'(x)<0 .
e S| f est constante sur | alors Vx e | :f'(x):O .

&. Démonstration :
1" cas :
f est une fonction dérivable sur un intervalle |1 et f est croissante sur I .

Soit X, de | ; on considére la fonction g définie par : g(x)zw xel\{x,}.
%o
Puis que f est croissante sur | donc : g(x):%ko :

Puis que f est dérivable sur | et X, € | donc f est dérivable en X, donc g(x) admet une limite finie en

X, d’ot : limg(x)=lim M =f'(X,) >0 (propriété ordre et les limites ) .

X%, X—
Puis que ceci est vrai pour tout X, de | donc VX, el : f'(xo)z 0.

Conclusion : Wxel : f'(x)=0

21eme cas

f est une fonction dérivable sur un intervalle | et f est décroissante sur | .Démonstration analogue

4. Propriéte :
W f est une fonction dérivable sur un intervalle | .
e Si la fonction dérivéef "est strictement positive sur | ( f's’annule en un points fini de | ceci ne change pas |
monotonie de f ) alors la fonction f est strictement croissante sur | .
e Si la fonction dérivéef ' est strictement négative sur | ( f's’annule en un points fini de | ceci ne change pas
monotonie de f ) alors la fonction f est strictement décroissante sur 1 .
Q‘S la fonction f'est nulle sur | (sur | tout entier ) alors f est constante .
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i’é Exemple :
Etudier les variations de f sur R avec f(x)=(2x+4)2 .

e Oncalcule: f'.

()= (2x+4Y’ |

=2(2x+4)"(2x+4)=2x2(2x+4)=8x+16

e Signe def " : X —o0 -2 +00
Onaf'(x)20<8x+1620 f' - 0 +
ESX> -2 +00 400
Donc : f * est positive sur [—2,+oo[ et négative sur ]—oo,—2] . f \' 7
e Tableau de variation de f : f(—2) =0

i Extremums d’une fonction dérivable :
L. Activité:
La figure suivante représente une fonction dérivable sur
un intervalle ouvert | et a est un élément de |
1. Est-ce que f admet un extremumen a ?

2. Donner la valeur de f'(a) .

2. Propriété : e
I l est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert |, a est un élément de | l

i f est dérivable au point a et admet un extremum au point a alors f '(a) =0

8. Remarque:
Si f'(a) =0 ne signifie pas que f(a) est un extremum de la fonction f .

4, Exemple :
f(X) =2x>ona f '(X) =6x° d’ou f '(0) =0 mais f(O) n’ est pas
un extremum de la fonction f .
J. Propriéte :
f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert |, a est un élément de

Si f"s’annule au point aet f ' change de signe au voisinage de a alors f(a)

est un extremum de la fonction f
XII. Equation différentielle de la forme : y"'+ @’y =0.

L. Introduction :
Pour les équations différentielles :
e f est une fonction ; on la note pary .
o f'estsa dérivée ;onlanotepar y'.

e L’écriture f '(X) =af (X) +b onlanote par y'=ay+b on I’appelle équation différentielle linéaire de
premiére degré de coefficients constantsa et b .
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» Toute fonction g dérivable qui vérifie cette équation différentielle (g'(x) =ag(x)+b) on I’appelle

solution particuliére de I’ équation différentielle .
¢ Résoudre une équation différentielle c’est de trouver toutes les fonctions dérivables qui vérifie I’équation
différentielle (c’est-a-dire de trouver la solution générale ) .

e Le programme se limite aux équations différentielles de la forme : y''+®°y =0 avec @ de R
2. Définition :
7' Soit ® de R , yest une fonction et y**sa fonction dérivée deuxiéme ( ou seconde ) .

L’équation Yy "'+ cozy =0 dont I’inconnue y s’appelle équation différentielle d’ordre 2 sans seconde
membre .
Toute fonction f dérivable deux fois sur R et vérifie : VxeR :f"(X)+®’ f(X) =0 s’appelle solution

& particuliére de I’équation différentielle y''+ @’y =0 .

i Exemple :
y""+9y =0 c’est une équation différentielle .

-~

« Propriété :

A=A

la solution générale de I’ équation différentielley "'+ @’y = O est I’ensemble des fonctions définies par :
Y I X>acosmwX+Bsinmx avec o et B de R .

3. Remarque :

Résoudre I’équation différentielle y''+ @’y = 0 signifie de déterminer la solution générale de cet équation

=

« Exemple:
Résoudre I’équation différentielle y''+9y =0.

Ona =3 0U ®=-3 d’ou la solution générale de cet équation est I’ensemble des fonctions de la forme :
y(X)=ocos3x+PBsin3x avec o et B de R.

L Cas particulier :
e y"'=0 donc y'=c ( fonction constante ) d’od1 y est de la forme y(x)=cx+bavec cetb de R .

8. Exemple:
Résoudre I’équation différentielle : (E) ty"+16y =0 avec f(O) =letf (g) =1.

La solution générale de I’équation différentielle (E) est de la forme y(X) = o.cos4x+Bsin4x.

Ona:

f(0)=1 acos(4x0)+Bsin(4x0)=1

f(£)=1 < acos(4x£)+ﬁsin(4x£j=1
8 8 8

a=1
o
p=1
Conclusion : La solution de ’équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales

f(0)=1et f(g) =1 est la fonction f(x) =y(x)=cos4x+sin4x .
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XIV. optimisation :

L. Approche :
Approche 1:
Optimiser : du latin optimum qui signifie le meilleur :
¢ Qui nous permet de donner les meilleurs choix ou les meilleurs résultat possibles en utilisant un travail
convenable d’une situation donnée .
¢ En mathématique : Optimiser une situation
Demande une analyse pour intégrer cette situation sous forme une fonction puis déterminer les extremums qui
donne les meilleurs choix pour répondre a la question posée .
Approche 2 :
Plusieurs problémes de la vie courante nous pousse a déterminer les valeurs maximales ou les valeurs
minimales liées a une quantité variables ; tel que ces valeurs présentent les meilleurs de la situation posée ou le
probléme posé on appelle ces valeurs « valeurs Optimales » .
Déterminer ces valeurs présente un exercice ou probleme « optimisation » .

2. Exemple :
La figure ci-contre représente un parabole de sommet S(O,l) et passe par le point A(2, 5) puis on

considére le point B(2,0) .

1. Déterminer f(X) I’équation du parabole .
2. P(xy) estun point du parabole tel que 0<S X <2 .

e On considére le point H la projection orthogonale du point P sur la droite (AB) :

e On considere le point K la projection orthogonale du point P sur I’axe des abscisse .
a. Déterminer la surface du rectangle PHBK en fonction de x.
b. Déterminer ’abscisse du point P(X,y) du parabole tel que la surface du rectangle PHBK

est maximale .
c. Déterminer la surface maximale du rectangle PHBK .
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