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CORRECTION

Exercicen 1

1) lim x* =+ donc par quotient hm % =0, c’est a dire hm f (x)=0

X—>+00 —>+0 x
2) lim x* =+o0 donc par multiplication lim —x* =—o0, c’est a dire lim f(x)=—o0
X—>+00 X—>+00 X—>+00

(& ne pas confondre —x* et (—x)" =x")

3) liml:O donc par somme lim—3+l:—3, c’estadire lim f(x)=-3

x>+ x X—>+0 X

4) lim x’ =—co donc par produit lim — x’
X—>—0 X—>—00

=+00, c’estadire lim f(x)=+o0
X—>—00

5) lim 1. =0 donc par somme lim 5+ L =5, c’est a dire 11m f(x) 5

X=X xX—>—0 X

6) lim —x =+ donc par composition avec la fonction racine, lim v—x =400, c’est a dire hm f (x) =40

X—>—00 X—>—00

7) lim 2x+1=+0 et lim—l=0 donc par somme lim 2x+1—l=+oo

X—>+0 X—>+0 X X—>+0 X

8) hrnx —-4=0-4=—-4 et hrr(}l =+oo donc par somme hrn(x —4+—) +00
x>0 §>—6 X x>0 X

9) lim— x> =—o0 et lim x —3=—0 donc par somme hm( x*+x—3)=—0

X—>—00 X—>—00

10) lim x —4=—-c donc par quotient, lim =0

X—>—0 x>-0 xy —4

11) lim 3 =0 donc lim—-2+ 3 =-2.Deplus lim x* =+ . Par quotient, lim

X—>+0 x X—>+0 X X—>+0 X—>+0

12) lim x=+o0 et lim—x+1=—o donc par produit lim x(—x+1)=—o0

13) lim—3¢ =+ et lim#—4=—-ow donc par produit hrn ( 3t(t - 4)) =—00

t—>—0 —>—0

14) lim x=-o0 et lim l+ 3=3 (car lim 1 =0) donc par produit lim X(l'f— 3) =—00
X

X—>—0 X—>—0 x X—>—00 x X—>—00

15) hmx 2=0" (car x>2<>x—2>0) donc par quotient, hm =+00. De la méme manicre linzlx—Z =0" (car

x>2 x>2 x<2

Les limites « a gauche » et « & ¢ 2 différent. | |

16) limx+3=0" (car x >-3< x+3>0) donc par quotient (attention a la régle des signes ) lim

x—>-3 ra 3X+3
x>-3

= —00,

De la méme maniére limx+3=0" (car x<-3 < x+3<0) donc par quotlent lim

x—-3 ra 3 x+3
x<-3

=400,

1
17) Puisque pour tout réel x on a x* >0, on a donc limx”> =0" ainsi que llmx =0" donc 11m—2—+oo ainsi que
x—0 x>0
x>0 r<0 x>0

1
hng—2 =+, Les limites a gauche et a droite de 0 sont ici identiques.
x> X
x<0
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Exercice n°2.
11 est clair que liml (x+1)(x—2)=0 ainsi que lim(x+1)(x—2)=0. mais encore faut-il connaitre le signe de I’expression

D(x)=(x+1D(x-2). X - -] 2  +®
Un tableau de signes nous fournit : x+1 - 0 + +
D(x)<0 si xe]—l;Z[ x-2 - - 0 +
D(x)>0 si x & |-oo:—1] U [2:+0] (x+D(x-2)] + @ — 0 +
Ainsi,

lnn(r +1)(x—2)=0". Comme hm x=-1, on conclut, par quotient, que lim ——— =
> 1(x+1)(x-2)

x<—l x< l x<-1

lim(x +1)(x—2)=0", donc par quotient, lnn;
lim (x+1)(x - 2) par q L s

x>-1 x>-1

. . X
lim(x+1)(x—2)=0". Comme limx =2, on conclut, par quotient, que lim——— =
(e +1)(x - 2) lim parq T S a2

x<2 x<2

lim(x +1)(x —2)=0"* . donc par quotient, lim—>
x_n( N(x—2) par q o e+ D —2)

x>2

Exercice n°3
2P -1 . 2% 2x7 -1
1) lim = lim — = lim 2x=+o0. En notant u = on a donc lim u =+<0 et puisque 11111 =+, en
X—+o X x>0 X x>+ X X—>wo
o [2x7 -1
composant, on obtient lim =+o0
X—>+xo X

2) lim 1 0. En notant u = 1 on a donc hm u =0 et puisque hmcos(u) 1, en composant, on obtient lim cos[l) =1
X

X——x© X X X——x©

Exercice n°4

1) FAUX. Par exemple, la fonction définie sur [0:+0[ par f(x)=2 —Ll est
X+

strictement croissant sur [0;+o| . positive, et pourtant lim f(x) =2
X—>+xo

2) FAUX. Par exemple, la fonction définie sur ]0;+o0[ par f(x) — SO vérifie _ I( -l-
X

lim f(x)=0 (par encadrement, voir exercice n°), et pourtant sa courbe C,
X—>+wo

« oscille » autour de 0. Y
Cela signifie que les nombres réels f{x) ne sont pas tous de méme signe "Y -‘-tj‘;%ﬂ‘-t

3) VRAL Si 1220 f(x)=-1, cela signifie que tout intervalle centré¢ en —1 contiendra toutes les valeurs de flx) pour x

suffisamment grand. Ainsi, pour x suffisamment grand. on aura, par exemple —1.5< f(x) <—0.5 donc les nombres f{x)
seront tous de méme signe

Exercice n°5

=+, c’est-a-dire

Puisque lim f(x)=3a+ 3 2b . pour avoir 111131 f(x)=+0. 1l est nécessaire d’avoir lim
x—3* — x—

x-3" x —

limx—5=0", donc b=3. Ainsi, pour tout x=3, f(x)= ar+

x—3* —

et I’information lillsl f(x)=11 fournit I’indication
x>

=1l S5a=10=a=2

f(5)=11<:>5a+52
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Exercicen 6.

1) Puisque hm 3x* =+00 et lim—2x+10=—00, on est en présence d’une forme indéterminée « o0 —o0 »

X—>+00
11 existe (au moms) deux maniéres de rédiger :
1" maniére :
Puisque x — +o0, on peut supposer x # 0

2

Alors 3x* —2x+10=x (3 _2x 10} (3 —g+2) (factorisation par le terme de plus haut degré puis
X’ x X x

simplification).

2 1 2 1 . .
Puisque lim —=0 et lim —0—0 on a, par somme lim (3——+—0j 3, et puisque lim x* =+o0, on conclut, par

2
X—>+0 x X—>+o x X—>+0 X X X—>+0

produit, que lim x (3 —2+2) +o0 , ¢’est a dire lim 3x” —2x +10 = +o0

X—>+0 X X X—>+0

Remarque : Plutét que de mettre x” en facteur dans I’expression 3x* —2x+10, on aurait pu mettre 3x en facteur, de

2 1 2 1 . . Lo 2
sorte que 3x* —2x+10=3x" [1 __x —Oj =3x? (1 - —Oj . On raisonne de la méme maniére, a savoir lim — =0

3x% 3x? 3x  3x° x40 3

1 . 2 1 . . .
et lim —02 =0 donc lim (1 e + 3 02 j =1, et puisque lim3x’=+0, on conclut, par produit, que
X X X—>+0

x—+0 3 x X—>+o0

. 2 0 NPT
lim 3x* (1—3—+—j:+oo, c’est a dire lim 3x”> —2x+10 =+
X—>+00
2°° maniére :
On utilise un résultat du cours stipulant que « la limite en +0 ou en —o d’un polynome est la méme que celle de son
terme de plus haut degré ».

On écrit donc lim 3x* —=2x+10 = lim 3x? = +o0

X—>+0 X—>+0

2) Puisque hm 4x’ =+00 et lim 5x—2=—o0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « o0 —o0 ».

X—>—0

Le résultat du cours nous indique que 11m 4x’ +5x—2= lim —4x’ = 400

X—>—00

3) On examine les numérateurs et dénominateurs. On trouve lim 3x” +4 =400 et lim x* +x+1= 40 . On se trouve dans

X—>+0 X—>+0

., ., o0
le cas d’une forme indéterminée « — ».
0

11 existe (au moins) deux maniéres de rédiger :

1°° maniére :

Factorisation des deux membres par leur terme de plus haut degré :
Puisque x — +o0, on peut supposer x # 0

5 X 3+i2 X0 3+i2 3+i
3x"+4 X X x?
Alors — 1= B T 1T 1
X +x+ X
x2(1+2+2j )(X(l++2] I+~ +—
X X X X X X
. 4 1 1 . .
Puisque lim 3+——3 (par somme), et liml+—+—=1 (par somme), on déduit, par quotient, que
X—>+00 X—>+0 X x
4
3+72 2
. 4
hm%—3—3 c’est & dire llms;)c—+—3
le-i——+—2 1 xoto x° 4 x 41
X x

2°° maniére :
On utilise un résultat du cours stipulant que « la limite en +c0 ou en —o d’une fraction rationnelle (quotient de deux
polynomes) est la méme que celle du quotient simplifié de leurs termes de plus haut degrés respectifs »

2
On éerit done Tim —% 4~ jim 34
x40 X7 4 x 4] xotw X

=3
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. . . . 4 . 4 w
4) Puisque lim —8x’ +1=+400 et lim 4x+16 =—o0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée «— ».

X——0 X——0 o0

_ 3 g2 32
Le résultat du cours nous indique que lim 8x” +1 = lim A x = lim —2x* = —©
x>0 4x+16 X——%0 /4/)( X——%0

5) Puisque Im; x*—x—2=0 et limx—2=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « ° ».

x— x—2

11 va falloir transformer I"écriture de ~—— >~ pour «résorber » la forme indéterminée.
Xx—
2 , . . A 1- \/§
Pour tout x#2, gr ce au calcul de A= (—l) —4x1x(-2)=9 on détermine les racines du trindme : x, == - -1 et
1+~/9 ., o a Y .
X, = > =2 . La forme factorisée du trinome nous permet de simplifier la fraction :
2_x=2 (x-2)(x+1 Xt —x=2
xz—x—2=(x—2)(x+1) done = —2% =( )( )=x+1 On conclut que m>— "% _limx+1=3
x=2 x=2 =2 x—=2 x=2
6) Puisque lin[llx2 +2x-3=0 et linll 2x”> —x—1=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « % ».
Gr ce aux calculs des discriminants, on peut factoriser numérateur et dénominateur :
2 — —1)(x+3 2 -
Pour tout x #1, ; :-Zx ? = (x )(x 1) = x+31 donc linll; :2x :: =lirr11 x+31 = 4 T =§
I o(x-1)| x4 2| 2l x4 S PRI B B
2 2 2 2
7) Puisque lingx/; —-3=0 et lingx —9=0, on se retrouve dans le cas d’une forme indéterminée « % ».
11 va falloir transformer 1’écriture de — pour «résorber » la forme indéterminée.
x—
Ji-3 Jx-3 Jx -3 1 k-3 1
Pour tout x =2, = > = = , donc lim——=lim—=—.
() T S
Exercicen 7
1) On peut par exemple prendre f(x)=x+1 et g(x)=x
2) On peut par exemple prendre f(x)=7x et g(x)=x
Exercicen 8
1) Puisque lim v/x+3 =400 et lim— Jx =0 , on est en présence d’une forme indéterminée « o —o0 »
Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité conjuguée :
Pour tout x € [0;+o0[ ,
por S0 el e S el [x+3 +/x ~ (\/x+3 —\/;)(\/x+3 +\/;)
Jx+3+4/x Jx+3++/x
2 2
(Vx+3) _(‘/;)  x+3-x 3
Jx+3++/x Jx+3+4x Jx+3+40x
Puisque lim+/x+3 =+ et lim Jx =400 , on déduit que lim vx+3+ Jx =+ , et par quotient, lim 3 =0,
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+0 /x + 3 + \/)_C

c’estadire lim+/x+3 —\/;= 0

X—>+0

A.AFAA%% Iamid.ma . 8.69.0]' aJ I.ljJ P.l'i l:ll . I JI a-oa.at::ladasflmail.com


https://talamid.ma
https://talamid.ma

Talamid.ma: g.ciig.o o aliadi ai wilall e

Cours de lere S ences Expirémentales BIOF

2) Puisque lim v/x* +4x+3 =+ (car lim x> +4x+3=+0w) et lim—(x+2)=-0, on est en présence d’une forme
X—>+00

X400 X—>+0

indéterminée « o —oo ». Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité
conjuguée : Pour tout x & [0;+o0] ,

Vx? +4x+3—(x+2)=(\/m—(x+2))x V% +4x+3+(x+2)

V¥ +4x+3 +(x+2)
(\/x2 +4x+3 —(x+2))(\/x2 +4x+3 +(x+2))
VP +4x+3+(x+2)
(\/x2+4x+3)2_(x+2)2 _x2+4x+3_x2_4x_4
Vvl +4x+3+(x+2) V' +4x+3+(x+2)

B -1

e rdx+3 +(x+2)

Puisque lim v/x* +4x+3 =400 et lim x+2=+0, on déduit que lim x> +4x+3+x+2=+00, et par quotient,

X—>+00 X—>+0 X—>+00

1
lim =0, c’estadire lim Vx> +4x+3—(x+2)=0
X+ Ax+3 4 (x+2) x4 ( )

Exercicen 9

: .2 .2 \ . ~
1) Puisque lim —=0 et lim —=0, d’aprés le théoréme d’encadrement « des gendarmes » , ona lim f(x)=0
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00

2) Puisque 1im3=0 et limizo, d’aprés le théoreme d’encadrement «des gendarmes», on a

x>+ x xX—>+0 x
. 3 . 3
lim f(x)—5:0<:> lim f(x)zE
3) Si f(x)=22x-3, puisque lim2x—-3=+0, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que

lim f(x) =+ . On ne peut rien conclure de plus.

X—>+0

4) Si f(x)=x>-3, puisque lim x*-3=+400, on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que
X—>+0

lim f(x) =+ . On peut également utiliser ce théoréme lorsque x — —o. En effet puisque lim x* —3 =+, on en

X—>+0 X—>—00

conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que lim f(x) =+o0 . On ne peut rien conclure de plus.
X——0

Exercicen 10
1) Pour tout xe[0;+oo[,oncalcule f(x)—3\/;=x—x/;+4—3\/;=x—4\/;+4=(\/;—2)2.

Un carré étant toujours positif ou nul, on en déduit que pour tout x € [0;+00[ f(x)- 3Wx20e f(x)= 3Jx

2) Puisque lim 3/x = +o0 , on en conclut, par utilisation du théoréme de minoration, que lim f(x) =+ .
X—>+0 X—>+0

Exercicen 11
1) Par multiplication par la quantité conjuguée, pour tout x € D,
(\/x +2++/x )

f(x)=ﬁ—\/§=(M—\/§)xm

(7 )72 5] (53] ()

xX+2—x 2

:\/x+2 +\/;:\/x+2+\/;
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2) Pour tout x ]O; +oo[ , on a clairement f(x)= >0 car v/x+2++/x>0.De plus,

MM-

2
M>o®m+&>f®m+[ e \/er\/;sﬁ

<::>f(x)§i

Jx

2
3) Puisque lim — =0, en application du théoréme d’encadrement « des gendarmes », on a 11m f (x)=0
X

X—>+0

Exercicen 12
1) Pour tout x réel —1<sinx<l<x—1<x+sinx<x+leox—1< f(x)<x+1

2) Puisque lirn x—1=+0c0, on conclut, en utilisant le théoréme de minoration,

que hm f (x) 400 . Puisque lim x+1=—-o0, on conclut, en utilisant

X—>—0

le theoreme de minoration, que lim f(x)=—o0

Exercicen 13
1) Puisque pour tout réel x, on a —IScosx<1 alors pour toutx O,ona l-1<I+cosx<1+1<0<1+cosx<2, et par

division par v/x quiest 0, on déduit que <LHcosx - 0< l+cosx _ 2

N

Puisque lim 2 =0, en application du théoréme d’encadrement « des gendarmes », ona lim f(x)=0

X—>+o0 X—>+00
x> x N

2) Commengons par la limite lorsque x — 400 . On peut donc supposer que x 0.

. , . —-Xx _ xsinx X
Puisque pour tout réel x, ona —1<sinx <1, alors pour tout x 0, on a <

2 - 2 -
x +1 x +1 41

Puisque lim ——= lim __;C: lim _—1= 0, et puisque lim ———= lim izz lim l: 0, en application du théoréme

x40 x© 4] x40 x x40 x x40 x© 4] x40 x x40y

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclut que lim f(x)=0
X—>+0

La limite lorsque x — —oo se traite a I’identique : on peut donc supposer que x 0.

. . . X xsinx
Puisque pour tout réel x, on a —1<sinx <1, alors pour tout x 0, on a <

< < (I’inégalité est en sens
¥ +17 X +1 x*+1

inverse de la prcédente)

Puisque lim = lim _f: lim —1— 0, et puisque lim ———= lim X~ lim l: 0, en application du théoréme

x40 x© 4] x40 x x40 x x40 x© 4] x40 x x40y

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclut que lim f(x)=0
X—>+0

Exercice n 14

1) Pourx 0 0<1<> x* <1+x”. De plus (1 + x)2 =1+x"+2x>1+x" carx 0.L’encadrement est ainsi démontré.

2) La fonction racine étant strictement croissante sur [0;+o[, on déduit de Pencadrement x* <1+ x’ <(1+x)2 que

\/x_2<\/1+x2 < (1+x)2 <::>|x|<\/1+x2 <|1+x|

& Ne pas oublier que Vx* = ||
1+ x? < I+x

X

. oL 1
Puisque x 0 et I1+x 0, onadonc x <+/1+x”> <1+ x, et enfin par division par x , X Sl f(x)<1+—
X X

1
3) Puisque lim 1 + —=1, en application du théoréme « des gendarmes », on conclut que hm f (x)=1

X—>+0
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Exercicen 15
1) On a clairement 4, < 4, < 4,

OAxPM 1xsinx

On calcule : 4, = > = T puis par proportionnalité¢ de ’aire et de la mesure du secteur angulaire, A, =%
(car un angle de 27 rad correspond a une aire de 7z7° =zcm’, donc un angle de x rad correspond & une aire de
xxizf). Enfin 4, = OAx AT _ 1 x tan x _tanx

2r 2 2 2 2

Puisque 4, < 4, < 4, alors 51121x < g < ta;x

En multipliant les trois membres de 1’inégalité par 2, on obtient le résultat attendu.

. . e, . sin x
2) En utilisant les deux premiers termes de 1’inégalité, on a sinx < x <& ——<1 (car x>0)
X

. . C sin x
En utilisant les deux derniers termes de I’inégalité, on a x <tanx < x <
cosx

sin x
& cosx <—— (car x>0)
X

) sinx ) ) . L
3) Puisque pour tout x>0 , cos x < —— <1, et puisque llrr(}cosle, on en conclut en application du théoréme
x X

sinx
d’encadrement dit « des gendarmes », que lim =1
x—0

x>0

4) si x<0, la configuration des triangles et des secteurs angulaires reste la méme, mais les mesures de 1’aire (qui doivent

N " , . smx tan x
étre positives ) sont alors égales a 4, = , A =——et 4, =———
2 2 2
sinx X tan x .
On a donc, pour x<0, _T<_E<_ & —sinx<—x<-—tanx.

—sinx sin x

En utilisant les deux premiers termes de 1’inégalité, on a —sinx < —x < <l ——<1 (car -x>0)
X

-X
En utilisant les deux derniers termes de I’inégalité :

< Cosx <
COSXx —X

La conclusion de 1’exercice reste la méme

ona —x<—-tanx < —x<

X sin x
& cosx <—— (car -x>0).
X

Exercicen 16

. sin5x s1n Sx 5 sinSx sinu
1) On écrit, pour toutx 0, —— ’?{ ==—x———- En posant ¥ =5x,o0n a hmu =0, et puisque lim =1,
2x % 2x 2 5x u=0 gy
L . sin5x . .. sin5x 5
on en déduit donc que lim =1, donc par produit lim =
x—0 Sx x—0 2x 2
.. X 1 3x . . sinx .. X .
2) On écrit, pour tout x 0 , — =—— . Puisque lim =1, on a aussi lim——=1, donc en particulier
sin3x 3 sin3x =0 X -0 8in x
. X 1
lim— =1 (quitte a poser u =3x ), d’ou, par produit, lim =—
x>0 sin 3x -0g8in3x 3
. sin5x sin5x 4x Sx 5 sinSx  4x . . . sin5x
3) On écrit, pour tout x 0, — = X — X — ==X X — . Encore une fois, puisque lim =1 et
sin4x 5x sindx 4x 4 S5x  sindx =0 S5x
. 4x sin5x 5
lim— =1, on conclut, par produit, que lim ==
*-0sin4x 0sin4x 4
.. tanx sinx  sin 1 sinx . .
4) On écrit, pour tout x 0 , = = X . Puisque lim——=1 et puisque limcosx=1 donc
X XCOSX X coSXx =0 X x>0
. . tanx
lim =1, on conclut que lim =1x1=1
x=0 coS X x>0 x
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Exercicen 17
1) Si on pose f(x) =+/x+6, définie sur [—6;+oo[ , puisque f(3) =3+6=49=3 , la limite 1in31L63_3 se réécrit

x> X —
- f(3
limM . Or f est dérivable sur ]-6;+00[ et pour tout xe]-6;+[, f'(x)= ! donc
x=3 x—=3 2x+6
\/ - f(3 N x

x+6-3 =lim /()= /( )=f'(3)= Lol Aingi im Y2073 31

x93 x_ x—3 x_3 2 /3+6 6 X3 X — 3 6

i x)—f(0
2) Sion pose f(x)=sinx, définie sur R, puisque f(0)=sin0=0, la limite lim S se rééerit lingf(—of()- Or f
X x X x —_

/(x)=1(0 ) £'(0)=cos0=1.

. , . sin
est dérivable sur R et pour tout xe R, f (x) =cosx donc lim

=0 x ‘C~>0 -0
Ainsi lim>"% =
x>0 x
3) Si on pose f(x)=cosx, définie sur R, puisque f (%) = cos[%} =0, la limite lim COS; se réécrit
oy x—=
2

Or f est dérivable sur R et pour tout xeR, f ’(x)z—sinx donc

4
e IE) .
li =lim f’[—j-—sm(—}——l Ainsi lim =-1
x—>Z T E 7 2 -z 7
T2 X—— 2 X—— 2 X——
2 2 2
Exercicen 18
t x)—f(0
1) lim ——Slonpose f( )—tanx alors f(0)=0 et ainsi anx:f( ) f( )
-0 x X X_O
.t X
Puisque fest dérivable en 0, lim anx_ ( —/(0) f’(O):1+tan2 (0)=1
x—>0 X x—)O x-0
-1 x)—f(1
2)11111\/7— - Si on pose f( ) Jx , alors f(l):l,etainsi al " =f( lf()
xX—> x_ x_
. X 1 1
Puisque fest dérivable en 1, hm\/;— f( ) ( ) =f (1):———
x>l x—1 x—)l X - 241 2
2 1 2 1
. 2cos2x—1 ., . 2cos2x—1 2 ©COSLXTH L CoseXTy
3) lim—————— - On commence a écrire —————— =—x . Pour étudier im——=, on pose
X 6x—-1m 6x—1 6 r xsZ z
6 X—— 6 X——
6 6
f(x)=cos2x.
T cos2x—— f(x)_f(;[j
Ainsi f{—j =COSs (—j =—, et ainsi
3 Vs T
x—= x—=
6 6
T
re)-1(%)
3
Puisque f'est dérivable en ﬁ, lim —6=f'(£)=—25in(2x£j=—2x£=—x/§ ,
6 T T 6 6 2
x—= X——
6 6
. .. 2cos2x-1 3
etainsi lim———=——~
7 6x—rm 3
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Exercice n°19
1) Sur le premier graphique, on « lit » que la droite d’équation y =-3 est asymptote horizontale a C, en +» eten —=.

Cela signifie que lim f(x)=-3 et lim f(x)=-3. De plus, la droite d’équation x=-2 est asymptote verticale a C, . et

les limites différent a droite et a gauche de -2. Cela signifie que lim2 f(x)=—0 et lim2 f(x) =4

x<=2 x>=2

2) Sur le deuxieme graphique, on « lit » que la droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a C, en +» eten —.

Cela signifie que lim f(x)=1 et lim f(x)=1. De plus, la droite d’équation x=2 est asymptote verticale a C,, et les

limites a droite et a gauche de 2 sont identiques. Cela signifie que liIIzl f(x)=+=0 et 1i1121 f(x)=+=

x<2 x>2

3) Sur le troisieme graphique, on « lit » que la droite d’équation y =3 est asymptote horizontale a C, uniquement en

— . Cela signifie que lim f(x)=3. De plus, la courbe C, possede deux asymptotes verticales : les droites d’¢quation

x=2 et x=-2. Les limites a droite et a gauche de ces valeurs sont différentes. Cela signifie que 11'1112 f(x)=+=0 et
X
x<=2

lim f(x)=—o0 ainsi que lim f(x)=—o0 et lim f(x)=+o0.

x—-2 x—2 x—2

x>-2 x<2 x>2

Exercice n°20

1) La premiere courbe correspond a f;(x)=— car elle présente deux asymptotes verticales synonymes de

1
(x+1)(x-2)
valeurs interdites égales a —1 et 2, ce qui ne correspond pas a f,(x). De plus, la courbe se situant en dessous de I’axe des
abscisses en +o0 et en —oo, on devrait avoir une fonction « négative » dans ces deux voisinages, ce qui n’est pas le cas de
£ (x)

2) La limite en +oo et en —o de la fonction €tant €gale a 1, on peut €liminer directement g,(x) et g,(x). pour ne garder

1
ue g,(x)=1-
Exercice n°21
3x-1 1
1) Pour tout x=0, f(x)= =3-——
X
Ona lim 1 0= lim 3 1 3 donc la droite d’équation y =3 est asymptote horizontale a C, en +o.
X—+© Y X—>+mo X
De méme, lim 1 0= lim3- 1 3 donc la droite d’équation y =3 est asymptote T
. x> y X——o X _\A Y=3
horizontale a C, en —o. »
1 .1 1 .1 . *=U-f_
De plus, lim—=+o0=1lim3——=—0 et lim—=—0= lim3—-—=+ donc la droite L
X X X X Bl

d’¢quation x=0 (Iaxe des ordonnées) est asymptote verticale a C,.

X—>—x© xz

2)On a lin —Lz= 0 et lin L 0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a
X—>wo X

. 1 . 1 . L .

C, en +» eten —». De plus 1111(}——2 =—o0 et lim——=— donc la droite d’équation x=0 (I’axe des ordonnées) est
x> x x—0
x>0 x<0

asymptote verticale a C,.

3)Ona lim =0 et lim =0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a
X—+© x4 X y 4
C, en +» eten —o. De plus lim =—o0 et lim =+ donc la droite d’équation x=-2 est asymptote
2 Ty

verticale a Cr.
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4)Ona ILIEO e =0 et lilglm =0 donc la droite d’équation y = 0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale
X Y —_ X ‘\’ —_—
1
a C, en +» eten —o Deplus lim =+o0 et lim :
x—-2 x -4 x—)—2 xz 4 I‘
x<-2 >-2 :
l'n.
donc la droite d’équation x=-2 est asymptote verticale a C,. - -
/ Y
|
Enfin lim———=— et lim——=+w» \
x4 x4 '

donc la droite d’équation x =2 est asymptote verticale a C,.
2x-1 . 2 2x -1

5)Ona lim ————= lim —= lim —=0 et de méme lim ———————=0 donc la droite d’équation y =0 (I’axe des
x>ox? _3x 42 xowmy?  xowmy x> x” —3x+2
abscisses) est asymptote horizontale a C, en +oo et en —. Les racines du dénominateur sont 1 et 2. On a donc
2x—1 . 2x—1 . y s . . \

—————=+® et lim—————=— donc la droite d’équation x=1 est asymptote verticale a C,. Enfin

lx”—3x+2 lx”—3x+2

. 2x-1 . 2x-1 c aas . . .
lim ————=— et lim—————=+o donc la droite d’¢équation x =2 est asymptote verticale a C,.
22X —3x+2 =2x"—3x+2

Exercice n°22

Puisque hng2x+1=l et 11)1(1) — =+o0, on conclut, par somme, que l_)ll%l f(x)=+. La droite d’équation x=0 (I’axe
x> X X
x>0 x>0
oux<0 oux<0

des ordonnées) est asymptote verticale a C, . Puisque th=0 et lim 2x+1=+o0, alors hm f (x) =+ . Puisque
X—>+x© -\f X—>+xo

hmi_O et hm2r+1 -0 , alors hmf(r)

x—)—ooY

De plus, pour tout x=0, f(x)—(2x+1):2x+1+L2—(2x+1)=L2.Ainsi lim f(x)—(2x+1)= limiz:O.
X X X—+®© X—+o y

De la méme maniere l_'n)pm f(x)—(2x+1)= lim Lz =0. On en conclut que la droite D d’équation y =2x+1 est asymptote

X——w® X

oblique & C, en —» eten +wo.

Pour connaitre la position relative de D ef . on étudie le signe de f (x)—(2x+1)=i2. Pour tout x=0,

X

f)—(2x+1)= % >0, donc pour tdyt x =0, f(x)>2x+1.  signifie que sur tout son ensemble de définition, C,

est au dessus de D.

Exercice n°23 / [

1) f est définie si et seulement si x+ 2= 0 donc D = |-e0:—2[ U ]-2:+e0] . Pour tout xe D,

c _(ax+b)(x+2)+ c _ax 24 2ax+bx+2b+c ar2+(2a+b)x+2b+c
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2
ax +(2a+b)x+2b+c 2x? +3x—1

ax+b+

donc si et seulement si

C . .
Donc ax+b+——= f(x) si et seulement si
x+2 x+2 x+2

a=2 a=2 :

2a+b=3 < <b=-1. Ainsi, pour tout xe D, f(x):2x—l+—2
X+

dic=-1 |c=1 v
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2) A partir de I’écriture f(x)=2x—-1+

1 % on déduit que 1i1112f(x) =—o0, et limzf(x) =40,

X+ x<=2 x>=2
. . 1
Mais  surtout,  puisque, pour tout x#-2, f(x)—(2x-1)=2x-1+ —-(2x-1)= , on a
x+2 x+2
lim f(x)— (2x - l) = lim 5 =0 et lim =0, donc la droite D d’¢quation y =2x—1 est asymptote oblique a C,
X—>+0 X—>+0 x4 X—>—0 x 4

1
en +oo et en —oo. De plus, pour tout x>-2, f(x)—(2x—1)= 5> 0, donc C, est au dessus de D sur |-2;+o0[, et
X+

1
pour tout x<-2, f(x)—(2x-1)= 5 <0, donc C, esten dessous de D sur |-o0;—-2|
X+ :

Exercice n 24

3 3 2 3 3
. X X x+1 x—-x —x —-Xx
On calcule, pour tout réel x, f(x)—x=— —Xx=— —XX— = 5 =
x-+1 x-+1 x-+1 x +1

Ainsi lim f(x)—x= lim — =1im‘—f=11m‘—1=o et lim f(x)—x= lim — =1im_—f=1im_—1=o donc la

x>0 x© 4] x40 x x40y x——0 x7 4] xo-—w x x—>—0 x

. , . . . . —X
droite D d’équation y = x est asymptote oblique a C, en +oo et en —oo. Puisque, pour toutx 0, 71 <0, et pour tout

x 0, >0, on en conclut que C, est au dessus de D sur |-o0;0[ et en dessous de D sur ]0;+o0

241

Exercice n 25 On calcule, pour tout réel x 1,

f(x)—2x:x+\/x27—_2x:m_x:(m_x)x(m+x):(\/ﬁ) —x2: RN -
(\/x2—1+x) Jel—l4x i —l+x Jxi-l+x

. -1 . , . \
Et comme lim —————=0, on conclut que la droite d’équation y =2x est asymptote a C, en +o0

U ARV

Exercice n 26
1) f est définie si et seulement si x+3# 0 donc D = |-o0; =3[ U |-3;+00] .

ax’ +b)(x+3 3 2
2) Pour tout xe D, ax’ +b+ ¢ —( )( )+ ¢__ax t3ar tbxtdbte

x+3 x+3 x+3 x+3
3 2 3 2
. . + +bx+3b+ + —-4x-2 . .
Donc ax® +b+——= f(x) si et seulement si ax’ +3ax +bx+3b €2 3x x =20 donc si et seulement si
x+3 x+3 x+3
a=1
a=1
3a=3 .. 2 8
< {b=—-4. Ainsi, pourtout xe D, f(x)=x"-4—-——
b=—-4 x+3
c=-8
3b+c=-20

3) A partir de écriture f(x)=x"—4— 8 3’ on déduit que lim f(x)=+c0 ; lim f(x)=+400 ; lim3 f(x)=-c0 (par
X+ X—>+0 X—>—0 X—>—

x>-3

soustraction car lim =+o0) et lim f(x) =+
x>3x+3 x—>-3

x>=3 x<=3

. Comme lim— =0, on déduit I’existence

x+3 xoEo x4+ 3

4) Pour tout xe D, f(x)—(x2 —4):x2 —4—xi3_(x2 _4)2_

d’une PARABOLE ASYMPTOTE a C, en 4o eten —oo.

8
<0, etpourtoutx -3, —
x+3 x+3

on en conclut que C, est au dessus de C, sur |-o0;=3[ et en dessous de C, sur |-3;+oo] .

Deplus,six -3, — >0,

al
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Exercice n°27.

La calculatrice fournit, grace au menu TABLE :
On est donc tenté de conjecturer que }‘1_1)13 f(x)=0

) |
(50+x%) ~2500  2500+100x™ +x* —2500 100x® + x*

\,20 .\’20 x20

Or. pour tout x=0. f(x)= =100+ x”

Ce qui permet de conclure que hﬂ f(x)=100 !
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