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Chapitre 8
La rotation dans le plan

I. Rotation

1- Rotation

Dé inition 1. Soit O un point du plan. La rotation r de centre O et d’angle «
transforme un point M en un point image M tel que :

e

OM' =0OM
(OM,0M'") = a|27]

(&) M

On note marfois r o) la rotation d centre O et d’angle a ou r, et on

précise 'angle de rotation. D’apreés le figure ci-dessus 7o,y (M) = M’

Remarques 1.
1) L’image du centre O est O (on dit que le point O est invariant),
2) Les rotations d’angle a = 7 sont appelées quarts de tour direct,
3) Les rotations d’angle a = —7 sont appelées quarts de tour indirect,
4) La rotation de centre O et d’angle @ = 7 est la symétrie centrale par
rapport a O.

Exemple 1. ABCD est un carré de sens direct de centre O. Soit r 4 la rotation
de centre A et d’angle ", et ro une rotation de centre O et d’angle a.

1) Déterminer r4(A); ra(B); ra(D),
2) Comment choisir a pour avoir ro(A) = B ? Comment choisir o pour avoir
To(A) =C7
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2- Formule Analytique d’'une Rotation

Soit €2 un point du plan P et § € R, alors la rotation d’angle 6 et de

centre () :
R:P—P
M — M’
tels que :
QM = QM’
(QM,QM") = 0|2~
On a:
R(M) = M' < Q0 = QA
- (QM, QM) = 6[2n]

3 - Rotation réciproque

Définition 1 Soit r une rotation de centre O et d’angle «. La rotation de centre

O et d’angle —a est appelée rotation réciproque de r. On la note 1.

0 v

D’aprés le figure ci-dessus on a : 75 (M) = M.

Il - Caractérisations et Propriétés de Rotation

1- Les caracteristiques de Rotation

Une rotation peut donc étre caractérisée par l'image de deux points :
Soient A et B deux points distincts et A’, B’ deux points tels que AB = A'B’

? = . . . . ,
avec AB # A'B’, il existe une unique rotation r qui transforme A en A’ et
Ben B
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Cette rotation pour angle 6 = (E, ﬁ ), et pour centre 'intersection
des médiatrices de [AA’| et [BB'] (si elles se coupent) ou bien le point d’in-
tersection de (AB) et de la médiatrice de [AA’] (si les médiatrices ne sont
pas sécantes).

Il n’est pas nécessaire de connaitre le centre de la rotation pour construire
I'image M’ du point M (distinct de A) car celui-ci vérifie les deux conditions
suivantes :

—
AM = A'M' et (AM; AM') = 6

o
o
s

2 -Propriétés de Rotation

Propriété 1. La rotation conserve :

— les longueurs ;

— les angles (I'image d’un angle est un angle de méme amplitude) ;

— les paralléles (les images de deux droites paralléles sont deux droites
paralléles) ;

— les aires ll’image d’une figure est une figure de méme aire!.

Propriété 2. soient M et N deux points du plan distincts. On note M’et N/
leurs images respectives par la rotation de centre ¢ et d’angle 6. Alors :on

MN = M'N’

—
(MN; M'N') = 0 [211]

Démonstration.
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Les triangles CMN et CM’N’ sont isométriques de méme orientation car
CM = CM

CN = CN'
y , ; ; b — — — —
(CM;CN) = (CM; CM)+(CM'; CN')+(CN'; ON) = 0-+(CM'; CN')—8 = (CM'; CN')

Donc, en particulier :
MN = M'N’

e T
(MN; MC) = (M'N'; M'C)

Une relation de Chasles sur les angles permet alors d’écrire :

— — > —> : 2 )
(MN; M'N")y = (MN; MC) 4+ (MC; M'C) + (M'C; M'N")
les deux angles extrémes s’annulent et celui du milieu vaut 6 donc

— ——
(MN; M'N'") =6
Propriété 3. une rotation transforme trois points alignés dans un ordre en
trois points alignés dans le méme ordre.

Démonstration. soient A,B et C trois points du plan alignés dans cet ordre
et A’ B’ C’ leurs image par la rotation de centre o et d’angle 6 alors :

AB = A'B' et BC = B'C' et AC = A'C'

AB+ BC = AC

c’est a dire :
A/B/ +B/Cl — A/C/

les trois point A’ et B’ et C’ sont aligné dans cet ordre .

Propriété 4. soient A, B et C trois points du plan distincts. On note A’, B'et '
leurs images respectives par la rotation de centre O et d’angle a.

Alors :
(AB; AC) = (AB; A'C)

B,
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Démonstration. on a :

7,

(AB; AC) = (AB: AB)) + (AB; AC") + (AT AC)

Or : (E;A'B’) = et (W,z@) =—a
On obtient :

(AB; AC) = (4B, AC)

3 - Image d’une droite, d’un segment et d’un cerle
par une rotation :

Propriété 1. Soit r une rotation. Soit A et B deux points tles que A # B.
Alors on a :

(i) I'image de la droite (AB) par la rotation r est la droite (A'B’) telle que
r(A)=A et r(B) =B

(ii) L'image du segment [AB] est le segment [A'B'] telle que r(A) = A’ et
r(B) =B

(iii) I'image du cercle C(O, R) par la rotation r est le cercle C(O', R) telle que
r(0) = O" (Voir figure ci-dessous).
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