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Chapitre 4

Analytique du produit scalaire

Dans tout le chapitre, @ et v désignent deux vecteurs du plan.
Une unité de longueur est fixée.

I/ Définition

— Définition

On appelle produit scalaire de @ et © le nombre réel noté @w.v et défini par :
— %) x || V]| % cos (uw';0") siu # 0 et v # 0
u.v = N —
0 Siw=0ouv =0

. . — . ~ — . 4 . —
Le produit scalaire d'un vecteur u’ par lui-méme (u.u’) est appelé carré scalaire de u

—_
et se note w 2.

Remarque : Le produit scalaire est donc une opération dont les arguments sont des vecteurs
et dont le résultat est réel.

Ezxemple : Sur la figure ci-contre, le triangle OAB est équilatéral et OA = 2. B
Calculer w. v . -

Ona|@| =2 |7 =2et (u;7)= g

Ainsi v'. v 2><2><cos< ) X§ 2 O = A

II/ Autres expressions du produit scalaire

a) Cas des vecteurs colinéaires

— Propriété

. —> —_ « s . N
— Si W et v sont colinéaires et de méme sens alors
— —>
v =[x |V
. — — s .
— Si w et v sont colinéaires et de sens contraires alors

— — — —
w. v = —|u x|V

— Démonstration
.= — e ~ — . —
— Si W et v sont colinéaires et de méme sens alors (u; v°) =0

Ainsi, .0 = |W| x || || x cosO = || w|| x |||
~ Si W et ¥ sont colinéaires et de sens contraires, alors (u; V) = 7

Ainsi, 7.7 = |7 x |7 x cosm = — || 7| x |7 \
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Conséquences :
.= — o . ~ — — . — — ..
— Siw et v sont colinéaires et de méme sens alors . v > 0 et si v et v sont colinéaires
: — —
et sens contraires alors v . v < 0
. — — —
— Quel que soit le vecteur uw, u? = ||u||?

b) Avec des projetés orthogonaux

Propriété

Soient A, B, C et D quatre points du plan.
_—_— — =
Si C’ et D’ sont les projeté orthogonaux de C et D sur (AB) alors AB.CD = AB.C'D’

Démonstration
.,
|_Soit E le point tel que C'E = CD.
— T —— —— s ——
On a alors AB. CD AB.C'E = AB x C'E x cos(AB;C'E).
— — — ——
~ Si langle (AB C'E ) est droit alors cos(AB;C'E) = cos(AB;CD) = 0 donc
AB.CD = AB C'D/ N
— Si 'angle (AB CE ) est aigu alors AB et C'D’ sont colinéaires et de méme

CID/
sens et cos(AB C'E E)= E

— ——
Ainsi AB.CD = AB x C'E x

c'D
C'E
—_— —_—
— Si Pangle (AB;C'E) est obtus alors AB et C'D' sont colinéaires et de sens
CIDI

— ABx C'D' = AB. C’D'

-y —
contraires et cos(AB;C'E) = —
c'D

-y —
Gig = ABxC'D'=AB.C'D.

— ——
Ainsi AB.CD = —AB x C'E x

Ezemple : ABC' est un triangle isocéle en A tel que AB = 3 et BC =4. A
O est le milieu du segment [BC|. Calculer BA.BC et CA.BC.

Le projeté orthogonal de A sur (BC') est O donc 3

I —_— =

BA.BC =BO.BC =BOxBC=2x3=6

Le projeté orthogonal de A sur (BC) est O donc

_—— — =

CA.BC =CO.BC =—-COxBC=-2x3=-6

~eQ

c) Dans un repére

2

Propriété

Soit (O; 7, 7’) un repere orthonormal du plan.
T
Yy

u
et v t
Y

J—
Siw

/
,) alors w.v =z’ +yy'.
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Démonstration
‘ Soit A le point tel que OA = u et B le point tel que OB = v'.

1/ Cas des vecteurs colinéaires.

ky
— —
— Si OA et O_Bi_)sqgt_}colinéaires et de méme sens alors k > 0 et OB = kOA.
Onﬂlors%.OB =—0AXxOB=kx0OAx0OA=kOA2.
— Si OA et OB sont colinéaires et de méme sens contraire alors k < 0 et
OB = —kOA.
—_— —
On a alors OA.OB = —OAx OB =k x OA x OA = kOAZ?.
—_
Ainsi OA.OB = k(22 +y?) = kxx + kyy = x2’ +yy/

Il existe k tel que OB = kOA. Ainsi OB (kzaz)

2/ Cas des vecteurs quelconques.
Soit H le projeté orthogonal de B sur (OA). B
On a alors, d’apres ce qui précede, /
5171}._02_3):0—/1}._0—}_1)::6:61{—}—1/%{ !
En appliquant le théoreme de Pythagore dans les tri- ‘
angles OBH et ABH rectangles en H, on obtient : 0 [
H? =0B? - OH? = AB* - AH? A
ce qui nous donne :

?+y? a2 —yh =@ -2’ +@y—y)? - (—2n)’ - (y—yn)

puis, en simplifiant :

0= —2xz’ —2yy + 2xxy + 2yyn
soit :
zry +yyn =z’ + yy’

—_—
On en déduit donc : OA.OB = xa2’ + yy'. \

Ezemple : Dans un repére orthonormal (0;7,7), © (g), v ( 3 ) et w (_2)

— — —>—>
Calculer w. v, ©w. W et v.wW.

— —

.U —6><3+3><( 1)=18-3=15
o 6x(-2)+3x2=-12+6=—-6
v 3x(=2)+(-1)x2=-6-2=-8

—
w
—
w

III/ Regles de calcul

— Propriété
Quels que soient @ et v
0T =7.0=0
- WV =07 (On dit que le produit scalaire est symétrique)
BT HTD) =TT T et T (m )=k x (7.7
T+ 7T T = kx (T.7)

— Démonstration

— Le premier résultat est une conséquence directe de la définition.
— Le deuxiéme résultat est aussi une conséquence de la définition (cos(w’; v") = cos(v’; u)).
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/
— On se place dans un repeére orthonormal du plan et on pose u <§>, v <x,> et
/ "

R 2"
w y//
— [

Les coordonnées de v + w sont |,
yt+y

On a ainsi, w.(V + w) = x(z' + 2") + y(y' + ") = z2’ + 22" + yy' + vy

De plus w'.

x
De plus k x (. 0) = k(z2’ + yy') = kaa' + kyy'
Conclusion w'.(kv') =k x (u.0")

— Le quatrieme résultat se démontre en utilisant les deux précédents. \
Ezemple : W et U sont deuz vecteurs, simplifier (@ +0)>, (W —0) et (W +70). (W —7)
T+ =W+7).(T+0)=(0+70).7+(W+7).7
=T AT T AT =T 2T+
(- =w-7).T-7)=(v-0)7 - (v -7).7
=W T U -V W+ =020V 407
(T4+) (T - =W T+ -0 = -7"

IV/ Vecteurs orthogonaux
a) Définition
Définition
Les vecteurs @ et v sont orthogonaux si :
T=0o0uv =0 ou (OA)L(OB)

b) Propriété

— Propriété

— — . .= =
Les vecteurs u’ et ©v” sont orthogonaux si et seulement si w.v = 0. I

— Démonstration

WU =0 ||W| x ||V x cos(uw;0) =0

& ||%|=0o0u |7 =0o0u cos(w;v) =0
<:>7:ﬁou7:ﬁ>ou(7;7):g+kzx27r
& W et v sont orthogonaux

Ezemple : Dans un repére orthonormal (O; 7,7 ), on donne w (Z) , v < 6 >

Démontrer que W et U sont orthogonauz.
UV =6x644x(—9) =36 — 36 =0. Les vecteurs U et v sont donc orthogonaux.
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